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Einleitung. 


Im Raume von (nm) Dimensionen mit den Veränderlichen 
X X, +... Xn Yı --- Ym liege ein System von Pfaffschen Gleichungen, 
und zwar in aufgelöster Form, vor: 


nennt 
(1) Du =dyu — Zayu (X, -.Xn Jı -- Ym) dx — 0 
| a an: 
Zu diesem Systeme ist kovariant das System der n linearen 


partiellen Differentialgleichungen: 


af 
= el =- 0 ee i a) 


(1 Autze 
OXx u 7) ya 


Suchen wir eine integrierende Kurvenschar des Systems (1), 
so können wir uns X,...Xn als ganz beliebige Funktionen von einer 
unabhängigen Veränderlichen t und einer Anzahl Parametergrößen 
CC... gegeben denken: 


IM it086,:..) 12 21m 
Die y« müssen dann dem folgenden System gewöhnlicher 
Differentialgleichungen genügen: 


Aya ’ Fa . ’ 
2) —yu — Zası (1 .--PaYı-- Ya): Pr 


m 1 un 


Das Pfafische System (1) ordnet jedem Punkte des Rum ein 
ebenes Bündel von »”—-!Richtungen zu. Verlangen wir nun, daß 
durch jede Richtung auch wirklich eine Integralkurve hindurchgeht, 
so muß die Zahl der wesentlichen Parameter der Kurvenschar 
mindestens n-m — 1+-n—1=2n-+m— 2 sein. 

Haußleiter. 1 


Be ee 


Führen wir speziell als Konstante die Anfangswerte von X» Ya 
x» ein, so darf zwischen diesen keine Relation bestehen, dagegen 
ist natürlich: 


1..n 
(Yu) nen I(Rxu) u, (Kr) Zn, 
% 


Die Anfangswerte von x” xv””... für t=0 können entweder noch 


willkürlich bleiben oder durch Relationen gebunden sein. Kurz 
X, -.Xn werden durch ein simultanes System gewöhnlicher Differential- 
gleichungen bestimmt sein, das in jedem der x» von einer gewissen 
Ordnung ist, von der wir allgemein nur sagen können, daß sie jeden- 
falls größer als 1 ist. Sind einmal die x» bekannt, so findet man 
Yı-.-Ym durch Integration des Systems (2). 

Denken wir uns eine integrierende Kurvenschar von der eben 
betrachteten Art gegeben: 


—_ Pit, &...0) ven 
Ya Xult6, &...6) Re Ka 15. 


also eine, die außer dem Pfaffschen Systeme (1) keiner Differential- 
gleichung erster Ordnung genügt. Von einer beliebigen Kurve der 
Schar, wir nennen sie die Kurve c, gehen wir zu einer der be- 
nachbarten Kurven, zur Kurve c—+-de über, indem wir die Größen 
C,C&....cı um de, de,...deı wachsen lassen. Führen wir die Be- 
zeichnungen ein: 


so bekommen beim Übergang von dem Punkte xy. der Kurve & 
zu einem unendlich benachbarten Punkte der Kurve c--de, die 
Koordinaten die Zuwachse: F 


ÖXy — xy dt, Oyu + Yu dt. 


Jetzt verlangen wir, daß die Kurven e und c-+-de einander 
schneiden. Es müssen dann die eben erwähnten Zuwachse ver- 
schwinden, also die Gleichungen bestehen: 


(3) 0x, 4x, dt — 0 ya yu di—=0 


2} 
—— > —_— 


Denken wir uns aus diesem Systeme t und dt eliminiert, so 
erhalten wir die sogenannten Schnittbedingungen der Kurvenschar 
in Form eines Systems von Mongeschen Gleichungen: 


DA (0a 0 de. 20) = 
—1..n+m—2 


Wir wollen nun fordern, daß unter diesen Schnittbedingungen 
eine linear und natürlich homogen in de, .. de, sei, und untersuchen, 
welche Folgerungen sich hieraus in bezug auf das vorgelegte Pfaff- 
sche System und die Schar von Integralkurven ergeben. 

In vielen Fällen werden wir durch unsere Forderung zu ein- 
deutig bestimmten Kurvenscharen gelangen, deren Differential- 
gleichungen wir direkt angeben können. 

Aus dem Systeme (2) soll also durch Elimination von t und dt 
eine lineare Gleichung folgen: 


el Ä 
4— Ele, ..o)do—0 


Nun sind die Gleichungen: 


1.190 

Dee a de; 2 = len 
210CH 
1 190 L 

ee u de, 
Fr 00x 
1.19 

5 & v 

Oyr—2 a8 de; VE 
00% 


und die durch weitere Differentiation nach t von: 
Bes LT, 
00x 


entstehenden Gleichungen, wenn man nur in der Ditferentiation weit 
genug geht, sicher nach de, de,...dc, auflösbar. Der Pfafische Aus- 
druck läßt sich daher so darstellen: 


Ion om 
3a ee %y4 dCx === II + LAVöxX + 8: + 
l.m 
+ *unöyv 
Vs, 


wo die A, 4®.... Funktionen von t und den cz sind. 
7 


ER Na 


Diese Gleichung wird zur Identität, wenn man in ihr wieder 
die dx; dx/ dy» durch ihre Ausdrücke in den de. ersetzt. 

Die Gleichung /=0 mub nun eine Folge des Systems (3) 
sein, da sie aus ihm durch Elimination von t und dt entsteht. Bevor 
wir diesen Zusammenhang zum Ausdruck bringen, gestalten wir das 
System (3) unter Berücksichtigung von (1) um. Es ist: 

öoYyv— wvd=dyv— IayvXr - dt 


= (yv — IaavOXa — Av 
Wir können daher die dy» ersetzen durch: 
Jv —- NazvOÖXz 
und der Pfaffschen Gleiehung 40 die Form geben: 
A Shox; — IUVOX, -r AN, + Suvrdv ==); 
Hier sind natürlich die 4; andere Funktionen als vorhin. 
Führen wir jetzt ein: 
DR Zu x; dt, Ay. — 0, 
so bleibt ein Ausdruck 
= (Fux; )d + I VOx, — we 
der identisch verschwinden muß, d. h. die Koeffizienten von dt und 
den unabhängigen Variationen Öx;--- müssen verschwinden: 
ui —=0 NEO: 
und wir behalten: | 
he IA0X; - Zuvdv. 


Die rechte Seite dieser Gleichung darf t nur formell enthalten, d.h. 
es mub sein: 


Ends; Fuvdf,) =) (® 


für jeden Wert von t. . 


Bei Ausführung der Differentiation stoßen wir auf: 2 = 


Wir berechnen zunächst diesen Ausdruck. 
Es ist für eine beliebige Funktion f (x,...Xn, Yı-:-Ym) vermöge 
des Systems (1) und (1) | 
di 
uf — IAyJf-x 
Ar f Auf-x 


(5) \ ; of 
of == SAutOX, - 3 


Jr 


y» 
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Beachtet man noch die Vertauschbarkeit von Differentiation und 
Variation, so findet man: 


1, 
’ Ö ’ d iu h fi) 
Ay Yv — dt ud Üxv X 
t % 


= (N azvXx) — As Oyv KEOXS — Il 0%% 
As 


Der 


PLN (das Fr SA: Uxv ÖXx) 
8 % 
B.n $ i ev 

= u ( SIE ne Ast») ÖX% — 2 Ar ) 
s P” T oyr 


Führen wir für die Klammerausdrücke 


ee AN 
iAx Du; ilyv x Civ Dy» 


die Bezeichnungen ein: 


n l...m 
Bizf = I Pixv is 
7 ö 


Yv 


so können wir schreiben: 


ir. mE 


v FR EN +! "2 


ix a dY 


Xu Ar. 


Nach diesen Vorbereitungen können wir die Differentiation von 
J— Yh6x; + Fuvfv wirklich ausführen und erhalten: 


n7> EA 0x; un ano + Iuy Jy = Ra 177 Ay 


= Eh +3 ir Ber) dx + SA,0X, 


at (ur = Sur dyr el 


Damit dieser Ausdruck verschwinde, ist notwendig und hinreichend, 
daß die Koeffizienten der unabhängigen Variationen dx;, OxX5, Ar 
einzeln verschwinden. 


Das liefert erstens 40. Es wird daher die Bedingung 


Eh; x al) 
von selbst erfüllt. 


EEE 


Zweitens genügen die u, einem Systeme von n endlichen und 
m Differentialgleichungen, nämlich: 


men 
(6) Sl > Burn UI 1le.n 
v x 
Im aen (ae 


ö 
ur + Lur! Xor Use. rm 
v „ 07 


Sind die n ersten Gleichungen auflösbar nach x,'--xn', so er- 
halten wir ein simultanes System in X, -Xn 44 '" m, etwa: 


dx; 
zul % U: Um) l=1-.-n 
du» 

hl Helm) = lem 


Dieses simultane System bestimmt mit (2) zusammen die Kurven- 
schar von der verlangten Beschaffenheit, deren Existenz damit ge- 
sichert wäre. Aber über die Auflösbarkeit kann man nichts Allge- 
meines aussagen, das System (6) läßt sich daher nicht in voller 
Allgemeinheit behandeln. Um die Untersuchung weiterzuführen, müssen 
wir vielmehr spezielle Fälle einzeln betrachten. 

Wir wollen uns im folgenden auf die Fällen—=2 und n=3 
beschränken, in denen also zwei oder drei kovariante partielle Diffe- 
rentialgleichungen vorhanden sind. Auch dem m legen wir zunächst 
spezielle Werte bei, können aber dann gewisse Resultate auf beliebiges 
m ausdehnen. 

Nur eine allgemeingültige Bemerkung können wir machen. 
Besitzt das Pfaffsche System (1) Integralfunktionen, läßt es sich also 
auf die Form bringen: 


dyaı 0 rg 


aun 
dya+»— Fr dx v—=1-'.:m—q, 
% 


so können in den m —.q letzten Gleichungen y, --y. als willkürliche 
Konstante angesehen werden, und die Aufgabe reduziert sich auf die 
Untersuchung eines Systems von nur m— q Gleichungen im Ru+m-—a- 
Wir brauchen daher im folgenden nur solche Fälle zu untersuchen, 
in denen das Pfaffsche System (1) keine Integralfunktionen besitzt. 


Kapitel 1. 


Der Fall n =2. 


8 1. Ableitung eines bei beliebigem m gültigen 
Gleichungssystems. 
Das System (1) nimmt im Falle n—=2 die spezielle Form an: 
(7) D, — dy» — u dx, — a» dx, —0 ulm 


Das kovariante System von partiellen Differentialgleichungen 
lautet: 


Af= Sn = 
A i OX, 15 v ir oyı 
| 2 el: PRU er 
Ferner ist: 
el 
BOATAS)Bi,.t- = BI — Bi. = 
Das System (6) wird also: 
1.m 
| Sur Dr = 0 
(8) ne 


1.m 12 A Cyv 
Naase ne) a-— 1.,,Mm 


y k O7 


Das System (8) besteht in bezug auf «, ... 4m aus einer end- 
lichen und m Differentialgleichungen. Die endliche Gleichung muß 
mit den Differentialgleichungen verträglich sein, sie muß also bei der 
Differentiation unter Berücksichtigung der Differentialgleichungen 


a 


eine Gleichung liefern, die mit (8) verträglich ist. Diese neue | 


Gleichung ist offenbar auch homogen und linear in u, ... Lm- 
Wir differenzieren sie wieder unter Berücksichtigung der Differential- 
gleichungen (8) und erhalten eine dritte in u, 4, . . . 4m homogene 


und lineare Gleichung. So können wir fortfahren, bis wir m in 
U) - . im homogene und lineare Gleichungen haben. Die Deter- 
minante dieser m Gleichungen muß dann verschwinden und liefert 
eine Von 4, . . im freie Differentialgleichung, die die gesuchte Kurven- 
schar bestimmt. 

Es ist zu bemerken, daß das Verfahren der fortgesetzten 
Differentiation auch zu ganz anderen Resultaten führen kann. Es 
ist möglich, daß die, etwa bei der |-ten Differentiation entstehende 
Gleichung aus den früheren linear ableitbar ist. Das würde heiben, 
daß die (l+1) reihigen Determinanten der (l+ 1) Gleichungen ver- 
schwinden, oder daß die oben erwähnte m-reihige Determinante den 
Rang 1 hat. Wir werden jedoch sehen, daß dies im folgenden 
nicht eintritt. 

Bevor wir die Differentiationen ausführen, müssen wir für die 
aus A,f A,f Bf durch fortgesetzte Klammeroperation entstehenden 
Symbole Bezeichnungen festsetzen. Wir führen ein: 


l.m 
(A; B) = G;f = Ayiv 2 , Yiv = A:ß» — Baiv 


Yv 


Ferner: 


(A, Cr) =D Sn nn 


Yv 


Ösu» —— As Ed Se ‚Or Osv 


Jetzt ist die Jacobische Identität angewendet auf A,f A,f Bf 
zu berücksichtigen. Es ist: 


(B(A, A,))— (A, (BA,))-+ (A, (A, B)) = 


Also: 
Dust = Dit 


Wir brauchen im folgenden nur die durch Klammeroperation 
mit A,f und A,f aus den alten entstebenden neuen Symbole, nicht 
etwa derartige wie (BC), (C;Cx). Beschränken wir uns auf die 
Bildung von Klammerausdrücken mit A,f und A,f, so kann keine 
weitere Jacobische Identität Beziehungen liefern. Es kommen ja 


EN 2 
offenbar nur Jacobische Identitäten zwischen A,f, A,f und irgend- 
einem dritten Symbol, Xf, in Betracht. Diese liefern aber: 
(A,X)A,) + (X A,)A,) = ((A,A,)X) = (BR) 
Hier steht rechts ein Symbol, das nicht unter den von uns 


betrachteten ist. Nur wenn Xf==Bf ist, also die rechte Seite 
identisch Null, erhalten wir eine Relation, eben die schon hergeleitete: 


Dt =D,!. 
Wir bilden weiter: 
1..m f 
(A Dar) — Bist — Feier n 
BE — Kom Sn er 
Unter den Bf C,f D«f Ej»f.... werden natürlich höchstens 


m linear unabhängige Symbole sein, während sich die übrigen aus 
diesen homogen und linear zusammensetzen. Aber das können wir 
im allgemeinen Schema, das wir durch mehrmalige Differentiation 
von Fir» =0 gewinnen, natürlich nicht zum Ausdruck bringen, 
vielmehr werden wir die diesbezüglichen Relationen einführen, wenn 
wir dem m spezielle Werte erteilen. | 

Wir schreiten nunmehr zur Differentiation. Die Gleichung: 


k #219» —0 


liefert unter Berücksichtigung von (5) und der Differentialgleichungen 
(5) bei einmaliger Differentiation: 


1—m 12 l—m d NED 
wi % y = 
I lv (3 Ay Br Xu — 2 Pr 23 RER x) —(), 


v 4 T x yr 


Nun ist: 
n) Uxv 


oyr 


Ir —= B Üxv 
also erhalten wir: 
12 
m Uv 5 (4 Pr — B a) X a2 0) 
x 
und schließlich: 
1—ım 12 
LI, 537777, I Yav X — AR 
y x 


u 


Differenzieren wir in derselben Weise Gleichung II, so finden 
wir: 


12 12 1—m 12 d User 
’ 
2 lv (z Yrv X { — A, Yav . 2. —! Iyı &. x) Fl) 
% xs i 5% oyi 


und hieraus: 


1l—m 12 12 
III. 2 Uv (2 Yav Xu = >. Ösxv wi “) ul), 


v % SH 


Weiter folgt durch Differentiation von Ill: 


12 12 12 


230777, (2 Yav X + > A, Yav X: CH 2 Ösxr ei X 
% 3% 
12 
- 9 A; Osuv >.<H Ka xy D Cr Osv x X — Ojv x x x) u) 
j8% x 


Daher ist unter Berücksichtigung von ds» = Oxsv 
IV. Z lv (2 Yrv Kal = 3 2 0 Kr x + 2 Ejsıv x X, xx‘) =: 0. 


Differenzieren wir IV., so folgt: 


ul IV « \ Yen 
D3 ze Yrv X + SAN Yav x Rt E= > 0: 5. RL + a Os Ch 
% 


s% Ss“ s% 


2 32 A; Osn x >. X Bez 3 Ejs«» x Re 0.44 4 2 & Ejszv er x Xr 


js% js% 


Es EAr Ejs#» Xr X Xu Xu — E00 >: %% 3 2Dr Ojv x er X 
Tjs# 


—2 Ejs« Arv xt x 3 x) ==), 


Also ist: 
2 IV 
var Uv (2 Yırv X - E Osuv (4 Xu u 3 Kai x") 
% s% 


+ ejsuv (&" X +—5x/x x) + I Crisnv X X X x) N 

js% Tjsx 

Die Ausführung der Differentiation und die Bildung der neuen 
Gleichungen ist insofern einfach, als man schon aus den positiven 
Gliedern allein das Resultat erkennen kann, während man die nega- 
tiven Glieder, die durch Differentiation von u» entstehen, gar nicht 
erst zu bilden braucht. Wir können sofort die nächste Gleichung 
hinschreiben:: 


V IV 
v1. I Ur (? Yav X -i- Eden( 5 Xs X + 10 xx") 
87 


8 8j8xv (&" Ko Xu + IX RX X + TX RE X 8X X") 


1s% 


+ I Crisev (x XXX 2X Ru I TXU X x) 


Tjs%x 


— I nerisuv XXX Ks x) = 
oTjsx 
Natürlich müssen immer die Relationen ds«»— ds» und über- 
haupt die Tatsache, daß jeder vorkommende Koeffizient in s und x 
symmetrisch ist, berücksichtigt werden. 
Wir können also leicht das Schema beliebig weit verlängern. 
In dieser Form läßt es sich jedoch nicht verwenden, wir müssen 
vielmehr noch die Relationen aufstellen, die zwischen den Koeffizienten 
bestehen, weil ja nur m von den Klammerausdrücken unabhängig 
sind. Dazu müssen wir natürlich dem m spezielle Werte beilegen. 
Das wollen wir jetzt tun und zunächst den Fall m —2 untersuchen. 


Se Der -Fallem 2: 


Soll es hier eine Kurvenschar von der verlangten Beschaffenheit 
geben, so müssen die beiden Gleichungen: 


uß, 2 4,0, — 0 
12 12 


u, Eyxı Xu’ — U, &yYa2 X’ — 0 
% “ 


miteinander verträglich sein, d. h. es ist: 


‚| 721 722 
5%, 
Ta lag, 


Yıı YıR 


ER N 


r 
X 


Würden die beiden zweireihigen Determinanten in dieser 
Gleichung nicht verschwinden, so hätten wir eine Mongesche, ja 
sogar eine Pfaffsche Gleichung, der unsere Kurvenschar außer dem 
Systeme (1) genügen müßte. Das aber haben wir ausgeschlossen. 

In allen Fällen, in denen n—=2 ist, entsteht übrigens durch 
Hinzufügung einer Mongeschen Gleichung zum Pfaffschen Systeme 
ein simultanes System, das durch jeden Punkt überhaupt nur eine 


Integralkurve hindurchschickt. Eine Schnittbedingung im angenom- 
menen Sinne gibt es dann gar nicht. | 

Es verschwinden also die beiden zweireihigen Determinanten. 
Dies besagt, daß Af—=0A,f—=0Bf=0 ein vollständiges System 
bilden. Af=0 Af=0 haben daher eine gemeinsame Lösung. 
Das Pfaffsche System von zwei Gleichungen in vier Veränderlichen 
reduziert sich auf eine Pfaffsche Gleichung in drei Veränderlichen, etwa: 


=, Sy) 5 SH 


Wollen wir uns nicht mit der trivialen Schnittbedingung dy, — 0 
begnügen, so haben wir diese Pfaffsche Gleichung weiter zu behandeln. 
Wir finden, dab sie vollständig integrabel sein muß, sie liefert daher 
auch nur eine triviale Schnittbedingung, etwa dy, —0. 

Interessanter ist der nächste Fall. 


8:3.: Der: Fall m=3)). 
Hier müssen verträglich sein die Gleichungen: 
> Uv Br = 0 
ZUv > Yrv | 


> Uv ee Yrv x E= Pa, Na = =—— 0) 
x 23 


Jetzt haben wir zu berücksichtigen, daß die Ds.f keine neuen 
Gleichungen liefern, es ist vielmehr: 


Dee, 
WO Pr — Past Ist, r— 1,2 i 
Wir erhalten somit das Gleichungssystem. 
I u fv — 0 
12 


ZUv I Yuv 34 em 0 
% 


12 
& Uv (> Yav (Xu + = Pstr Xs x”) el) 
% 
Die Determinante dieses Systems muß verschwinden oder, was auf 


!) Vgl. die Dissertation von Arthur Werner: „Über Systeme von drei Pfaff- 
schen Gleichungen im Raume von fünf Dimensionen.“ Greifswald 1908. Druck 
von B. G. Teubner in Leipzig. 


dasselbe hinauskommt, die linke Seite der letzten ist proportional 
der linken Seite der vorletzten Gleichung: 


x 9% (Pstx x. ee O0» xy gen Ir 2, 


Es ist also bei geeigneter Wahl der unabhängigen Veränder- 
lichen: 


1 
nt !9 m 0 EA 
Fügen wir noch hinzu: 
dxx dy» e 
dt u xy ze 1, 2 dt 019 ch -+ [0077 x% Ma 1, 2, 3, 


so haben wir ein simultanes System, das in eindeutiger Weise die 
Schar von Integralkurven bestimmt, die unter den Schnittbedingungen 
eine lineare hat. 

Diese lineare Schnittbedingung ist, natürlich bis auf einen 
Proportionalitätsfaktor: 


Det. (dr I Yuv xx JIv) As 


Es könnte nun noch der Fall eintreten, daß etwa 0,f—=0-Bf 
—+0:-C,f wäre, aber dafür unter den D»f=0 eine neue Gleichung 
etwa D,,f=0 existierte, während D,,f= 0, D,,f modd. BfC,f gesetzt 
werden müßte. 

Wir erhalten dann offenbar das System: 


F Ur Pr UT Ur Yıv X - Ö Ra = > Uv On (X, as 0, x) _—n 
es . N ! ! : 
also, da natürlich x’ + 0x, =|=0 x, +0,x,'=J/=0 ist, 
>23 Ur Pr =) 2; Ur Yır — 0 2 Uv 11» =) 
Sollen nicht alle «4, verschwinden, so ist: 


(Br Yıv dur) = 


Also ist D.,f=«e-Bi+P-Gf. 


Das ist aber gegen die Voraussetzung. Es gibt daher nur in dem 
sogenannten allgemeinen Fall, d. h. wenn BIC IC,T linear unab- 
hängig sind, eine eindeutig bestimmte Schar von Integralkurven von 
der verlangten Beschaffenheit. 


Se a 


84. Der Fall m=4. 


Das Gleichungssystem, dessen Determinante zu bilden ist, hat 
zunächst die Form: 


1—4 


I Ur Pr —=0 


2 Uv I Yuv ee) 
Z Uv (> Yrv Xu" 4 > Ösuv Xs >.) =) 
I uw (I yav Xu 4 3 8 Ösur X Xu + L Eisev Xi’ X Xu) — 0. 


Vor Bildung der Determinante sind die Relationen aufzustellen, die 
zwischen den Symbolen Bf, C»f, D.f, Ejs«f bestehen, von denen 
höchstens vier linear unabhängig sind. Es sind drei Fälle zu unter- 
scheiden. Die Abhängigkeit der Csf.... von Bf brauchen wir dabei 
nicht zum Ausdruck zu bringen, da der Summand ß» wegen I u» f» — 0 
aus den weiteren Gleichungen immer wieder herausfällt. 

Es tritt nunmehr einer der folgenden Fälle ein. 

a) Die Klammeroperation liefert jedesmal nur ein neues Symbol. 
Es sind also unabhängig etwa CGf D,,f Ef während G,f=o-Gf 
und ebenso die Dsf Erszf linear abhängig sind. 

Zur Bestimmung der u» erhalten wir offenbar ein ebensolches 
Schema wie im speziellem Falle des R,. Die Determinante des 
Systems wird 

(Pr Yıv div ev). 

Sie verschwindet nach Voraussetzung nicht. Es gibt also keine 
lineare Schnittbedingung, da alle u, verschwinden müssen. | 

b) Es ist: G,f=oGif, aber D,,f und D,,f sind unabhängig 
und daher: 


12 
Eszı ===z05%° Gf + 2 Psur Daif; Ss, A = 1,2, 
T 


Die Gleichungen sind mod Bf geschrieben. 
Unter Benutzung dieser Relationen erhalten wir: 


1—4 


2 lv Pr m 0) 
v 


Etvyw —0 da natürlich x,’ + ex, ==-0 
12 h 

FE Uv F Öxıv Xu’ — 0 
%“ 


12 
I uw FO (u + 2 ps is X) =. 
% 


er 


Hier erhalten wir ganz analog dem allgemeinen Falle des R, 
eine Kurvenschar von der verlangten Beschaffenheit. Ihre Glei- 
chungen erhalten wir, wenn wir Xi» dx, aus den beiden letzten 


Gleichungen eliminieren, nämlich: 
Xu + > (Pstx x X EA lH 
e) Bf, C,f, C,f und eine lineare Kombination der DA, die wir 
mit Dof bezeichnen wollen, sind linear unabhängig, dagegen: 


12 
Dirt. == I PsrrT Örf + (Psxo Dof 
T 
12 
Ejs«Ä Be PiseT Grf -+ Piszo Dof. 
T 


In diesem Falle erhält man: 


1—4 

Zur Br == 0 

Vv 

RN, u v B2, Yrv en —- 0 


> U» (* Yan x" + I sta x x) + 00% 93 (Psto x x‘) Et) 
sT 


BD; Uv 03 Yrv (X = 3 2 Pstz Su Xr + 2 Pistı x; x“ Xr) 
-- Or (3 > (sro Xs Xr + = (Pisto x; Be x )) ul) 


Die vierreihige Determinante dieses Systems läßt sich auf die 
Form bringen: 


(Br Yır Ye» do») (& (&" + 3 Per, X X) — X, (X + 8 pen X x7)) 
(3! psroX xt + I YisroX X X) + 

("+ 3 !prmX" xt + !YismXj xy Xr) 

— X ("+ 3: 9rX' X + I pin X’ X Xr)) 

-(EpsroX X) — 0. 


Es ist jedenfalls Yosrox, x’ == 0, da nicht alle Ysro ver- 
schwinden können, da sonst die Ds»f dureh C,f, CG,f, Bf allein aus- 
drückbar wären. 

Wir erhalten daher, wieder bei geeigneter Wahl des Parameters 
und bei Einführung der Abkürzungen: 


Xu + sta RER ER 

Ipsrz KunXr - I Pistz IHR Xi N% 
IPsto x ae IF 
3. EpsroXs Xt + NYiroX u X —Q 


ER | 


die beiden Gleichungen dritter Ordnung: 


P-&"+-N)=Q-M, 
P-gT-N)—Q-M,; P==0. 


Diese Gleichungen können wir wieder, wie im Falle m =3, zu einem 
simultanen System ergänzen. Die Mannigfaltigkeit der Kurvenschar 
ist 7 die lineare Schnittbedingung wieder bis auf einen Proportio- 
nalitätsfaktor: 


(Br Iyuv X, yYuv Xu” -- NosuvXs Xı, 4») ==: 


Wir bekommen also im Falle m=4 entweder eine Differential- 
sleichung 2. oder .eine 3. Ordnung, je nachdem die unabhängigen 
Symbole sind: ‘Bf, OL Dt D,,f oder Bt CL Ur Da rn 
—+2,D,f+2a,D,,t. Jedenfalls ist immer, wenn das vorgelegte 
Pfafische System keine Integralfunktionen besitzt, eine Schar von 
Integralkurven mit einer linearen Schnittbedingung vorhanden, außer 
wenn bei der Klammeroperation jedesmal nur ein unabhängiges neues 
Symbol auftritt. 

Unter „Klammeroperation“ verstehen wir wie bisher auch im 
folgenden die Bildung von Klammerausdrücken, die als eine Kom- 
ponente A,f oder A,f enthalten. Es liefert also einmalige Klammer- 
operation zu A,f A,f hinzu (A, A,)=Bif, zweimalige O,f 0,f, drei- 
malige D,.f. Beim vierten, fünften und sechsten Male erhält man 
Ejszf, Friszi, Gorjszf zu den alten Symbolen hinzu usw. 

Die einzelnen Unterfälle unterscheiden sich offenbar in bezug 
aui das Pfafische System (1) nur durch die Anzahl der unabhängigen 
Symbole, die unter den bei einer Klammeroperation neu auftretenden 
enthalten sind. 

Wir können so bei gegebenem m die Unterfälle leicht abzählen. 

Bezeichnen die Zahlen .n; i=1--.q n, =1 die Anzahleder 
unabhängigen Symbole, die bei der iten Klammeroperation entstehen, 
so geht der Fall mit den Zahlen n i=1--q dem mit den Zahlen 
1; 1=1--] voran, wenn erfüllt ist: 


n,<ä, oder: 

n,—— n,.netmuoder; 

=D, =D, 1<Qi, Usw. 
Wir erhalten so alle Unterfälle und jeden nur einmal. Die Zahlen 
q, 1 sind im allgemeinen kleiner als m. Ist gerade q=m, so sind 
alle nn —=1. Das liefert den ersten Unterfall. Bei den weiteren 


VE we 


Unterfällen wird die Zahl q immer kleiner und erreicht bei dem 
letzten ihren kleinsten Wert. 

Der erste Unterfall liefert offenbar wie im R, und R, auch bei 
beliebigem m keine Kurvenschar von der verlangten Beschaffenheit. 
Das Gleichungssystem zur Bestimmung des u, bekommt stets die 
nicht verschwindende Determinante (» yı» dor: --), also müssen alle 
4» verschwinden. 


BabmeDer Eall.m 5. 
Hier sind vier Unterfälle zu unterscheiden, abgesehen von dem 
soeben erwähnten. 
Die unabhängigen Symbole sind: 
a) BAU DeISER NE} 
De k07>DeDe Te 
GBLCLGEU LEN. 
BB ICH PT; 


D,fDfD,f Ef Ef E,f bedeuten immer lineare Kombinationen 
von Symbolen mit dem entsprechenden Buchstaben. 
Wir untersuchen nun die einzelnen Unterfälle: 


a) Bi f D,f Ef E,f sind unabhängig, dagegen: 
DET PzıioD,f 
12 en 
Esaf= ps D,f+ N (pszır Erf modd Bf C , 
T 
ferner kann gesetzt werden: 


of 


0yrv 


E,f —= (Ar Do) =D 0 


und Fs.f—= (As E;) = Nez 7 us — Ys4r D-f modd Bf Gt Ds f. 


2 ‘ 
oyv 


Das Gleichungssystem für die u, wird dann: 


1.D 

> Ur Dr = 0 
y 

AN, Uv Yıv = IB) 
2 Uv De ee 0 


Y a = 1/ TB 
2 iv NEXE el 
& Uv Nerv (xx 2 S Ystı wi Xr) =, 
Haußleiter. 9 


TEE ER 


Das Verschwinden der Determinante liefert die zu 83 und $4b 
analogen Gleichungen: 
N 
In —+ I Ysıa Xu X 0 
Die %szx sind aber natürlich nicht in bezug auf die ersten beiden 
Indizes symmetrisch. 
b) Bf, Gh, D,,f, D,,& E,f sind unabhängig: 
12 
Esuf = ! (PsxT Drıf = (Pszo Ef 


T 
12 


Fiszıf en (Pijsat Daf + (Pisxo Et 


T 
8,2.) 1,2, beide Gleichungssysteme sind zu nehmen modd Bf, C;f. 
Es ist zunächst: 
2 iv Pi, —0 
I tv Yyı»r 0 
& Uv I Ok X — 0 
2 Un (F Öxıv x - I Esxıv El xy) =.) 
zu v (2 Oxı» Rain E= I &syıv ER xx 


— 2 N Esxıv xu Xu > Cjsxıv Cr X, Xu) ==.) 
In den beiden letzten Gleichungen ist einzusetzen: 


Esmv =! (Ppstz Oxı v + (Psto Eov 
YA 


Cjsrıv 0 Pistz Özıv -r (fisto Eov 
x 


und wir erhalten: 
2 Uv (2 Öx1v (Xu + > (Ppsta a) E= Eov I (Psto 5 Xr) zei) 
> Hv { FO» (Xu — 2 Pstz RER xt - 2 Para x xr -— & Pista X x Xr) 
— Eov = (sro Dt Xr + RS) (Psro 2. xXr -- ws (Pisto x x x ) } N 
Führen wir Abkürzungen ein, so können wir das Gleichungs- 
system in der Form schreiben: 
Zliv [02% Be W) 
> iv Yıv em) 
L Uv I Oxıv Xu — 0 
P3 Uv (> Oxıv M. + Cov P) =] 
DN Ur (2 Ds (X -+ N.) —+ Eov Q) 3 0 


Be 


Ist P=|=0, so ergeben sich hieraus, wenn man nur die unab- 
hängige Veränderliche in geeigneter Weise wählt, die Gleichungen: 


Px"+-N.)= QM: A 


analog dem im $ 4,c betrachteten Falle. 

Ist dagegen P==0, was nach sich zieht: E  „,f[=0E „f+E, ,f=0 
E,,f=0 modd. BfCfD,,fD,,f;, so sind .noch zwei Fälle zu unter- 
scheiden: 

I. M2—=0 m ln?D, 

d. h. schon die vierte Gleichung legt den 1» keine Bedingung mehr 
auf. Zur Bestimmung der Verhältnisgrößen «,...ı, hat man nur 
drei lineare homogene Gleichungen. 

Es gibt hier offenbar unter den Schnittbedingungen zwei lineare 
Gleichungen. Sollen allgemein etwa | lineare Schnittbedingungs- 
gleichungen vorhanden sein, so gibt es | verschiedene Wertsysteme: 


Uxi.... Lxm We 


derart, daß die Gleichungen: 


1-m 


I Uxr JIy mn 0 
v 


linear unabhängig sind und ein beliebiges (lI+-1)tes Wertsystem 
kırıı.. fü+ım eine Gleichung: 

sm: 
Zi 1» Iv—0 
” 
liefert, die aus den früberen linear ableitbar ist. Es müssen daher 
die I+ 1-reihigen Determinanten der Matrix: 


»—1..1+1 


 ) 


| Uxv 


verschwinden. Das kommt aber darauf hinaus, dab gerade m—l 
Gleichungen für ein beliebiges System von Koeffizienten u, .. m er- 
füllt sein müssen. 

Solche Fälle mit mehr als einer linearen Schnittbedingung 
wollen wir ausschließen. 
0 Ra tlh2% 

Es muß notwendig auch Q=0 sein, da nicht auch XYıur &o» 
verschwinden kann. Die Kurvenschar bleibt unbestimmt; auch dies 
haben wir auszuschließen. 


2. 2 Uv Oz» — 


RE: 0 


c) Es sind unabhängig Bf CF G,f D,f E,f, und es bestehen 
die Identitäten: 
Ds fi —= 5 (pstz Öl Pro Dof 
Ejsr f = pistz Ori—- Pisto Dof — Yisro Eof 
Foiset nr poistz Or — eisto Dof + Yoisto Eof 


% 


Das Gleichungssystem für die u. wird unter Berücksichtigung 
dieser Relationen 


I ur vr =) 


It EYyavXu — N 
Fun (Eyav (X + IF pstzXs Xr) + or I pstoXy X) — 0 
Et (Ey (Xu + 3 N Dorn It + is X X Xr) 

+ do» (3! WstoXs xXrT —+ I WistoXj X, Xr) 

—- &0» (X YistoXj X Xr)) — 0 


I, 


"tm | N Ya iR N fstz & LK X 43% x”) 

—+ I Yisrz (&" X Xr7 5X X x’) + ! Poistr ou X x‘) 

u. Der (: (Psto (4 Xu xt 4 3 x x7") 

+ "pisro(X" Kir 5X x) —- 2 Peistn Ko X X x‘) 

Eu Eov (Zu GES x +Lx/x'xr) — Se Zeisto IX xx) == 0 


oder nach Einführung von Abkürzungen: 


2 lv Br === 0 
ZU» 2 Yan ix =) 


I Uv (2 Yıv L; + dor P) ee) 
N tr (8 Ya» Ma + d0vQ + &o»R) — 0 


TV 
I Ur (* Yıv (& u= N) — dor n— Eov r) U): 


BE 7 RE 


Weder P noch R darf verschwinden 


‚ da dann sehon die dritte 
resp. die vierte Gleichun 


aus den früheren linear ableitbar ist, auch 
wäre dann nicht D,f resp. E,f unabhängig 


Die Determinante des Systems erhält, unter Weglassung des 
nicht verschwindenden Faktors 


(dr Yıv Yav do» Eor) 
die Form: 


RL, QT— RS) — (x,’M, — EB: 


+(&(@ +8) Der (X + N))PR 
Es bestehen 


also die beiden Differentialgleichungen 
Ordnung: 


P- (x EN) BE (ODEIRS)D 


P-R(s HN.) _ PP. MLOT-RSIL 
Schließlich der letzte Fall: 


vierter 


dyeBr 0,100, 1%D F’D;f'sind ala Leer 


je 
Ds+f — Rh ra Cxf +2  Ysta D;,f 


Ejszf —= — > (Pistz C.f 5 " Yistz D.f 


Foist! — m, " Woistz O,f — .! z  Xoistz D;f. 
Es ist daher: 


Fi fv —=O 


: ! 
Duv L YarXu — 0 


Uv (2 Yay(X4" + I su Xs Xr) + Or 
I lv 12 Yav (X 


= dx» (3 


2 Ist Ru Xr) a) 


Be SR 3 RREcKT, — ! "pistz En Xs "Ir) 


RT = I Yistz x, S Xr)) ll, 


ae Yrrv x ja fstz (4x” Xr —- IKAUXT a 


+ I pistz (x X Xr + 5x’ Fr — NY Woistz Xo’ X X x) 
+ dur (2 Ist (4x Xr +3x, x: 'Aistı 6x, Xs xt —+ 5x ER "x) 
+! Kei staXo Xi x “)) =) 


Ir en 
oder unter Benutzung der Abkürzungen: 


I tv dv — 0 

Iltv 2 Yuv X ==) 

Zliv @ Yav L; u Oxv P.) == 
2, Ur (2, Vav M: - Öxv x) il) 


I tiv ( Yav (x + N.) + 0er R.) 0: 
Wir erhalten daher die Differentialgleichungen: | 
(P.Q,-P.Q,) (+8) 1 (RP,—RP.)M+(Q,R,—Q,R)L, —0 
9, — B;Q,) (+ N, ) + (RB, —R,P)M, (OR Qme 


Die Größen P; und Q» sind sicher nicht identisch Null, da 
nach Voraussetzung nicht alle %s7 verschwinden können, sondern 
unter den Dsf=—0 zwei unabhängige Gleichungen sind. Dagegen 
ist möglicherweise PQ, — P,Q, = 0. Solche Spezialfälle wollen wir 
von jetzt ab ausschließen. | 


8:5. Dersjkallm 6. 


Unter Benutzung entsprechender Abkürzungen, wie in den be- 
trachteten Fällen, ist es leicht, auch für m=6, ja sogar für allge- 
meines m, das Gleichungssystem der u» aufzustellen und die Ditferential- 
gleichungen für x, und x,, wenn auch nicht explizite anzugeben, so 
doch ihre Existenz nachzuweisen. Will man allerdings die Ausdrücke 
selbst haben, für die man die Abkürzungen einführt, so muß man 
das Formelsystem I—VI bis zur mten Gleichung fortführen. Die 
Anzahl der Unterfälle wächst rasch mit wachsendem m. Im Falle 
m=6 sind es bereits 8, und zwar haben die Differentialgleichungen 
für x, x, einmal die Ordnung 2, einmal 3, zweimal 4 und viermal 5. 


Wir führen den Fall m=6 kurz an, indem wir nur die un- 
abhängigen Symbole, das Gleichungssystem zur Bestimmung der u» 
und die Differentialgleichungen für x, x, angeben. Die Ausdrücke 
für die eingeführten Abkürzungen können aus dem Systeme I—VI 
berechnet werden. 


L.BODEEE, 
I tiv dv —O 
2 Uv Yov — 0 
I lv do» — 0 
I tiv Ev, —O 
BT) 
ZUüv Ir (X — M.)=0 
x + M,.—0 N RL. 


Sau DEE, FE, 

I tv Pr = 0 

I UV Yov — 0 

N ro dv — 0 

I Uv I Er» Xu — 0 

Yu» (X &v M» + Cor P)— 0 

SUiv (2 Exv (X — N.) Sr So? Q) a 
P-&"—- NJ)=@Q-M: 


3. BOD.D,;E, FE, 
I: u Pr —0O 
I Uv Yır —O 
& Up Dome) 
B30 177 (2 Ox1» Lx — Eov E) ih 
B30 177 (2 Oz» Mx = Eorv Q + Cor R) —0 


IV 2 ı 
I Uv ( re —_ N a) N, 


IV 


1 DEN CH SD) MRLEE FRE 
Iitv dv» — OÖ 
Iuyyv — 0 
Nuty Ebzır X ——() 
Nur (X(Örw La» + Fer Pr)) = 0 
Zur (Xd21v»M% = Nr, Q;) hl 


Zur (zön v Ba N) — NExv R,) =) 
IV R 
FE; Q; 2 Eu Bl — N.) _ (b.E3 —R, PM. = (Q,R, age G% R,)L; —Ü 


SIEDLER 
Zuvf Di 
I uv Eyuv X — 0 
Sur (X Ya» Kr + dor P,) —= 0 
Zun(&yer Lz + dovP, + &orQ,) =) 
Nuv(XYxv» Ma — Öor je + 8,Q, + CorR,) = U 


N N <- 
Zur (Zr es u N.) bdorP, —- Eov da + a —(, 
N = 
PQR- (u + N) —P,QRM-HP(QR,— Q,R)Le | 
UML de (QR, Ra; Q; R,) + en (R, u SEN N, 2 K, N. 


BE. BECUE DAB 
It —O 
Stv! yavXa —O 
Nun(!ye»Kz + dovP,) = 0 
Yuw (I ya» Liz + dovP, + 82, Qr) =) 
Sun(LYz» M& - dovP, + Zxv Ra) — 0 


in (27%, (x ms N.) a: dor P3 + Nexv s.) ==.) 
= ? ä = \ ! 
PQAR—- SR), HN) +P8Q,—5,0)M, M 


P, Qı 9, 
+P, RS, —RS):-b.—IP,R R|-K,—=0. 
} PB, 5, I, 
BIEGEN, DE 
I tv dv — 0 
3 lv DYav Xu — 0 
I uw (&Yyav Kr + I 02V Pr) = 0 
in (2 Y2» L2—+ X 62, Qx + &0» R) = 0 
I Uv v(2 Yav M»— N dry Su — &0» T) = 0 
> Uv (: Yrv - ABB: "Orr Ur — y)=0 
P, 20 P,P,O P,P,O 
Sartre 
SS,T U, U,V ssT 
L,U,V 
I Q,BI-Ke 0 
> 8,6 


8. BC, (, D, D. D. 
2 u fv —=0 


>23 Uv 2 Yuv X dj), 


>> Ur (12 Yrv K, — 2 Öszv Ps«) a) Ps — Pxs 
en iv 2 Yav L; -- 23, Ösuv Qsx) ee , Qsr _— Qxs 
>; uv (3 Yrv M; -h > Öszv Rsx) =) Rsz u Rzs 


N z N @ \ | RR, 
2 liv (: Yav (x -+- N.) + PN ER: =) =—t) Ssx = NDus 


ea ’ Ösey — Öxsv ; Ba RX 


RER ET 4 re rn 
11? Qıa a Raı, > (x aim N.) Aa O1 Qi: TS Ası, Rs Mr 
Rıy Rat Roi Ro Sr Sat Sa, Sa 
> su ee el Sı1» Sat San So 
— |Sı1 It San I | —[Qıı Aa tr Qa | = 0 
Ru» Rıe + Ro, Ro, Rı) Rio + R,ı, Ro 


8 6. Der allgemeine Fall: m beliebig. 


Um das Gleichungsschema im allgemeinen Falle zu geben, 
müssen wir etwas andere Bezeichnungen wählen. Wir setzen: 
(A, A,) = Bf (A, B®) — B»®f, eine homogene lineare Verbindung 
von B,®f und B,®f bezeichnen wir mit B,@f; ebenso ist: (A; Bf) 
— Bi, ®f und homogene lineare Verbindungen B,®f B,®f B,®f usw. 

Wir betrachten den Fall, daß B,®f B,®f unabhängig sind. Bei 
weiterer Klammeroperation mögen i, neue Symbole entstehen, 
B,.@f...B,®f wo ij, <3 ebenso , <6,1, < 12 bis i, derart, ‚dab: 
1+2+,4+1,4+...+iu=m ist. 


Das Gleichungssystem für die u» ist dann: 


2 u By) — 0 

12 

Yu 2 [ie 
Z Uv - Div! AN 0 


1 


12 ae 


i 


i 
u 153, 
Fu € Piv® (x;” E= N,82) == IB) N, n— > Bin N) —() 
i i 


N 


ee 
iv EBD (Id + NIT) — N Bi Na) 20 
i 


1..] 
P3777 ( 38 Br? (Kr - N;®@-1,9) u ... — z By ® Na) =——( 
1 


Die ßi,% sind durch die Gleichung: 


Bf — I 9%) A 
definiert. In den N,;%®) bezeichnet der erste obere Index die höchste 
Ableitung, in der x, x, vorkommt, der zweite Index stimmt immer 
mit dem des Koeffizienten P;, überein. 
Die Determinante des Systems zerfällt nun in das Produkt 
zweier Determinanten. Der eine Faktor ist die Determinante: 


(Bd. Bıv»®...Bo®); 
sie verschwindet sicher nicht, da ja: 
BWf B@f..:B unabhängig sind. 

Der zweite Faktor ist: 

14x0 ) 

DR EURE 0 

Dix; RR ee DIN . 

0 2. _- N, &9 R 5 N,63) N,&® n 0 

0 md 4N a2. ' . N m-11) 


Setzen wir diese Determinante Null, so erhalten wir die Differential- 
gleichung für x, x,, die bei Einführung einer geeigneten unabhängigen 
Veränderlichen in die zwei folgenden übergeht: 


> N; 98) RL 
Xu — N, 82% N, 3) N,;%® ; : 
Xu E= N,(&2 N,(%3 N,%® $ : ee, 0 
x, 1) = N, —1,2) N,@-1,3) > A Na 
a 


Unter der Voraussetzung, daß der Koeftizient von xx” nicht identisch 
verschwindet, was nur in singulären Fällen eintritt, erhalten wir 
also zwei Differentialgleichungen (m — 1) ter Ordnung. 


OT 


Entsprechend finden wir, wenn bis zur Iten Klammeroperation 
jedesmal nur ein neues unabhängiges Symbol auftritt, beider (I+1)ten 
aber zwei, offenbar zwei Differentialgleichungen (m — |) ter Ordnung 
Dax x, 

Kurz, wir haben den allgemeinen Satz: 

Hat man ein Pfuffsches System: 


Du === dyu ZZ ORL dx, —r Gel dx, == () u —- 1-- m, 


so wird unter gewissen Voraussetzungen eine Schar von Integralkurven 
durch die Forderung, dass unter ihren Schnittbedingungen eine linear 
sei, eindeutig bestimmt. Die Schar wird definiert durch ein fimultanes 
System von der Form: 


dx, m - 1—1) 


4 


ei N ' Fe ar 

Fr — Pu(X, RN, "YmX; 3% e ax m 2», )) 
„m—1-—2) 

= —x„m-1—3) 

dx 

AR eG, Keitl2 

dyu 


de MuXı T OnuX, MU = 1 Er 


Die Zahl | gibt an, wie oft man auf A,f A,f die Klammeroperation 
anwenden kann, ohne mehr als gerade jedesmal ein neues Symbol zu 
erhalten. 


8 7. Beispiele. 
Zur Erläuterung führen wir ein Beispiel für den Fall m=6 
an, in dem sich die Rechnung einfach gestaltet. 


AMLep 2, ei Den Gs ag 
I 
A,f —.Ps 2 Y; 44 RR G; 35 Y496 ı Pr er I 


Es ist: Bf=x,q, —4 D 
0I=g,7%4, D 
0f=2,—%4, D 
Esrz — 0 


Die Größen u, u,--u, genügen folgenden Gleichungen (vgl. 
$ 1, System (8)): 


Bi re 
! r } ya 
u — X + u, = 0 
! ! Een 
My UL 18, — 0 
! 


U ee 


kaie 

r n EN: 
we ri x Ms Re 0 
Le. a) 
FI OS zn) 


Wir setzen: x, =y, g,=t='x: Durch Diferennaon u 


ur il, verzibt sich 


2Uu, — U: y — U? — u,(4Ay 4xXy”) 
ferner: | 
a ee N ne 
eg Yo !z Eyy.ı = 3 Ye) = A, (8y” -h xy‘) —=0 
u Por y41lory) a loyt 


y' vn 6 y” > x 
y’ ya + 3 ve 8 Ne —- Ky es 0 
Ye ae le 
oder: | 
oa an nenn, 


Hier kann y’ =\= 0 gesetzt werden, und wir erhalten gerade 
die Form der Differentialgleichung der Kegelschnitte. 

Ähnliche Beispiele bekommen wir, wenn wir in A,f, A,fq,=0 
resp. d, = 4, ==0 setzen. 

Ein ganz einfaches Beispiel zu dem Falle m —=3, in dem wir 
sogar die endlichen Gleichungen der Kurvenschar aufstellen können, 
ist: 

Af=p+%4,4Yı% Af=p+yG 
Durch Klammeroperation ergibt sich: 


Bi=x,g3—g4 la = 4% Gier 


Detzen wir wieder: x, =, ,—=1t=X, y»—-Zv,.80 Wird: 


LEER 7 ! Sr Dez f. oz 
Mei, u —+u,y +1, —0V u) UNE, 


also: 
Ir (7) 
2 U, 5Y —-{) U, y —( y —( 
xy y 
4, = — Fo . U, HU, = — En U, 


u,=0 würde u, =u,—0 liefern. Das Pfiafische System wird: 


[7 ER: r?’ a EEE r! na 
2, EI x) 25 2, be Ruhe 7, 


und die Integralkurvenschar: 


3 


a a ee ne Se DEE 


„ 


| Zee Be: 
I,—=0d,—taxdg —a 3, ER „)O» 


Die lineare Schnittbedingung, die wir, da sie ja x nur schein- 
bar enthält, für x==0 bilden können, ist: 


—=—206b+20,— ad, —0. 


8 8. Die bilineare Kovariante der linearen Schnitt- 
bedingung im Falle n—2. 


Um die bilineare Kovariante von: 
1.,m 
I ==: 1 Jun V 
Y 
zu untersuchen, bedienen wir uns einer geometrischen Ausdrucks- 
weise. In den willkürlichen Konstanten z, z,..., deren Zahl s sein 
möge, habe die lineare Schnittbedingung die Form: 


1..8—1 
D Fu dr, Sy 3 &% ta U 
% 
Deuten wir jetzt die z,...r, als Koordinaten eines R,, so wird 
durch die Gleichung D=0 jedem Punkte dieses Raumes ein ebenes 
4 


Bündel von »°? Richtungen zugeordnet. Die übrigen, im allge- 
meinen nicht linearen Schnittbedingungen, in unserem Falle noch 
m— 1 von der Form: 


Du (U 15. Ale ltr) (»—=1..m—|]) 


sondern aus dem ebenen Bündel o°-m—1 Richtungen aus, die also 
einen krummen Kegel bilden. Deuten wir die dz,.. dr, _, als ho- 
mogene Koordinaten eines R, »,, so wird dieser Kegel auf eine 
(s—m-—-1) fach ausgedehnte Fläche abgebildet. Bezeichnen wir 
das zu D=0 kovariante System von partiellen Differentialgleichungen 
mit X,f—= (0, so ist: 


rl RR EBK vi 
Xıhee Bu . an, x. ==]: STE 
Er IERO LE MER 
(X; X.) re Yırf = (X; at X, =) ee — Niz Fa 


Also ist die bilineare Kovariante gebildet für die beiden Riehtungen 
d, Tu, d, Tx: | 


2(d.D. AD) mid 
i% 
Sind die Richtungen d, d, ganz beliebig, so verschwindet die bi- 
lineare Kovariante natürlich nicht identisch; 7. —d, v, und u —-d,z. 
bestimmen dann zwei beliebige, zur Kurve 7, im R(x, X, y} -: m) 
unendlich benachbarte Kurven. Wir verlangen nun aber, daß die 
beiden Kurven 7.—-d,z, und r„—-d,r, die Kurve z, schneiden, und 
zwar in benachbarten Punkten, mit anderen Worten d,z. und d,rz 
als Punkte im R,_, gedeutet, liegen auf der Fläche mit den Glei- 
chungen: 
D, (dr, ..dr,_,)—= 0) a | 


und sind unendlich benachbart, die d,z; d,r. — d,r.d,r; sind daher 
die Plückerschen Linienkoordinaten einer Tangente dieser Fläche. 
Wie wir sehen werden, verschwindet unsere bilineare Kovariante 


für jede Tangente, es gehört daher die Fläche dem ix. mplexe 
18—1 

Nie el) an. 

ix 


Wir wollen jetzt die bilineare Kovariante wirklich b  ı für 
diesen speziellen Fall, in welchem die eine Richtung die nitt- 


bedingungen im Punkte t der Kurve r,, die zweite im Punkte t4-dt 
derselben Kurve erfüllt. 
Bezeichnen wir die erste Richtung mit d, die zweite mit 4, 
so ist: 
ot x dt— 0 —1,2 
Au U VL 
PX — 0X + O’xX + dxr dt; 02x 0 0X 
9% — Ivt6, Ivy I dt, 


und es ist erfüllt: 
Ö?Xy u. (Ö N = 0,Xx') dt + xur dt? re 0 
Ö, Iv— Ay dt == 0, also: Oy =) 
Nun ist aber: 
4A — Z lv Ay () == ZUv O, 
also ist: 


Ö 9 —J3J4J—2 U» (Ö Ov — 3 Jv) modd. Av, Or. 


Aber es ist entsprechend dem Ausdrucke für /v auf Seite 5. 


Oo — By (IX, 0X, — IX, 0X) 5 > Er 0X 
ORBLNOYs 
Daher: 
09, — 3 —2Bv (IX) 0X, — FX, 0x) modd. I, 91 
und: | 
069—9J—2-YwPv(9x, 0X, — #X, ÖX,) 


Es folgt aber aus der Bedingung des Schneidens 
I r—0. 
Es ist also wirklich vermöge der Schnittbedingungen: 


oa Ideen. 


Kapitel I. 


Der Ball: n=3: 


8 1. Ableitung des für beliebiges m geltenden Gleichungs- 
schemas. 
Das System (1) nimmt im Falle n—=3 die Form an: 
123 


D, — dy» — I lur dxz N) v—=1..,m 
% 


ebenso wird das System (1) 


Kr af Da 
ee 0X 


V 
Wir führen gleich die Bezeichnungen für die Klammerausdrücke 
ein, sowie die Relationen, durch die sie verknüpft sind. 
Wir setzen: 


1. 
(A EN A 2 : 


wo ix) eine zyklische Permutation von 1, 2, 3 bedeutet. Ferner sei 
17m: ‘ f 
(AB) — Ol Ey 


2 y- 


Wegen der Jakobischen Identität, angewendet auf A,f, Ast, 
A,f ist: 


| Gi 0,i+ 0,0. 
Ferner: 


1.m ; 
(A; Usr) — Def > Öisev _ 


A oyv 


[7 


Dabei ist: 
D,.f - Diof + D;,sf — a) Me 15 2, 3 


Weitere Relationen liefert die Jakobische Identität, angewendet 
auf A;f, Arf, Bf == (A; Ar), nämlich: 


Dixjf = Duijf. 


Es sind also unter den C;,,f höchstens 8 unabhängig, unter den 
Diszf höchstens 21. 

Weitere Jakobische Identitäten können wie im vorigen Kapitel 
keine Beziehungen mehr liefern, wenn wir immer nur mit den. A,f 
Klammerausdrücke bilden. Unter den (Ax Disz) — Ezisrf sind also 
höchstens 3-21 neue Symbole; bei der nächsten Klammeroperation 
entstehen 3°. 21 usf. 

Wir stellen jetzt die dem Gleichungsschema I—IV des vorigen 
Kapitels entsprechenden Gleichungen auf. Es gibt hier drei endliche 
Gleichungen, nämlich: 


Ei fiv — X: Q i—1, 2,3 
die aus 
Rei I uv Psv > er 2 liv Prv =ı= () 
x 2 I tv Pıv 175 SH 2 uv Dev er 0) 
x -Zliv Dav — >. & uv Pıv =) 


entstehen. Den Proportionalitätsfaktor o können wir durch geeignete 
Wahl des Parameters t mit x/ verschmelzen. o==0 ist auszu- 
schließen, da dann die Determinante || = 0 wird. Wir können 
also die endlichen Gleichungen schreiben: 


1.m 
I. Zu» Bv = x; 112,3: 
v 


Dazu kommen die Differentialgleichungen: 


i.ms 1,23 d Oxs 
wm + Fu! —x —0. 
>} H Oyv 
Die endlichen Gleichungen sind unter Berücksichtigung der Differential- 
gleichungen zu differenzieren. Das liefert entsprechend dem vorigen 
Kapitel: 
1I. Z lv = Yriv X) —=3 y% > l, 2, 3 
All. 2 lv 2 Yriv el + S Osriv x“ xx) za u 


Haußleiter. 3 


Es ist zu berücksichtigen, dab die Relation: 


Ösxiv == Osir fi 


nur gilt, wenn i=]-x und =}-s ist, wir wollen sie daher nicht in 
das allgemeine Schema einführen, ebensowenig die Relationen: 
Yıv - Ya2v — air = 0 
und die entsprechenden für d;,, ust. 
Es wird daher: 
IV AU» (& Yaıv Kan + > Ösaiv Kr Xu .. 202 Ösxiv Re) 2. 
-H 2 Ejisziv x x xx) = RN 
V. Yun (I Yaiv Xu 4 X Ösiv (Ks Xu + 3X, u +38 Re) 
4 Föjaw ( s  +2% S m 3X X) 
. > Urjeniv xt 3 Rei xx) Ser 2. 
VE 2; Un (LyzivxX N 2 Ösxiv Bohlen 4 a 6 Ku Xu 4 Us) 
— Feen (X X Xu FIX X Ku FAR RI FIX, Xu 
48x mw’ 46x’ X x") 
— 25 Crjsziv (Xr ei x, Xx = IXr X: Ke x -K 3Xr x 3: X 
4x x X Xu’) + I Noriszir Xo’ Xo X X, X) 


— 


x;vI 


Die Frage nach der Existenz einer Schar von Integralkurven, 
die unter den Schnittbedingungen eine lineare hat, ist hier offenbar 
von vornherein beantwortet, denn die Schar liegt ja in der auf 
Seite 6 erwähnten Form vor: 


1.m: h 
X — Iürßiv es) 
v2 
; 1: a di EN d Us 
Uv — 7 ls 2.7700 8% ee 


ey 
Es handelt sich also im folgenden nur um die Elimination von 
U... Um U .. Um und die Ordnung des entstehenden simultanen 
Systems. Wir verlangen wieder, daß keine Mongeschen Gleichungen 
hinzukommen. Tritt speziell eine Pfaffsche auf, so bedeutet dies, 
dab der Fall m, n=3 übergeht in den Fall m+1,n=2. 
Im Falle m = 2 treten offenbar stets Mongesche Gleichungen auf. 


82.2 Der. Rall: m = 3 
Hier ist: 
1: I lv ee = % 2, 5 


MER rer 


nach ı, 4, u, auflösbar unter der Bedingung, dab |di»|=]=0; und 
zwar ist: 
Uv = EX; -Piv 


wenn wir setzen: 


= adj Div 
Me 
Air 
Ferner muß mit dem ersten Systeme verträglich sein: 
1.3 123 
2. Zi (I yYyaivXK)—Uu 2 21023: 
v % 


Es bestehen daher drei Differentialgleichungen 2. Ordnung, die 
aus dem Verschwinden der vierreihigen Determinanten der Systeme 
(1) und (2) folgen. Bevor wir sie bilden, berücksichtigen wir, daß 
die Cxrf linear abhängig von den Bf sind: 


10973 
Cxrf == = Prri Bf 


also ist: 
(2.} 2 Uv Div Prri Sr 
in v 
daher wegen (1.): 
xt —— 9 PariXx u 


Wir wollen gleich hier ein Beispiel bringen: 
dyi = xx dx; — X; dX« Er mn 


l, %,] bedeutet wieder eine zyklische Permutation von 1,2,3. Das 
kovariante System von partiellen Differentialgleichungen ist: 
Af=p-+% ae —g—0 #1 249, 
Ferner ist: 
(A:A,)=Bf=2-q; 
und Urs —0. 
Es ist daher: 
ME, == 17225 
Km) tn, 
also: 
Kar tb Ger leard 
yY=bka3—bax i—=1l,32,3 
yi = (br ee b; ax) +6. 
Wir erhalten also gerade Linien, und zwar »‘. 
3%* 


A 


Um die lineare Schnittbedingung selbst zu finden, bilden wir: 
(A)ı ep de; — b; d b; —+ b; dbz. 
Es ist also: 


Je 2 Fa; (de; — Dr ab; —b; db;) 


== (za de; — > (a; br — b;) db)) 


ig) 


8:3. Der Ball;=m==4 

Mit den endlichen Gleichungen: 
(1.) ZUv Div == > ee 1; 2, 3 
müssen zunächst verträglich sein: 
(2.) 2 tv IyawXı = Tel 
Das sagt aus, dab etwa die beiden letzten Gleichungen sich linear 
aus den vier ersten zusammensetzen, oder mit andern Worten, dab 
die beiden entsprechenden fünfreihigen Determinanten verschwinden. 
Aus den vier ersten Gleichungen müssen aber auch die Gleichungen: 
23 2 Uv (2 Yriv Xu E= 2 Osniv x. Xx') = u 
folgen. Kurz, es müssen alle fünfreihigen Determinanten des Systems 
(1), (2), (3) verschwinden, was eine Differentialgleichung dritter und 
zwei zweiter Ordnung in x, X, %, liefert. In Wirklichkeit gelangen 
wir zu diesen Gleichungen in etwas anderer Weise, wie wir sehen 
werden, wenn wir nun die Relationen zwischen den Symbolen 
einführen. 

Zunächst sind hier, wie überhaupt immer Bf B,f B,f linear 


unabhängig. Unter den Cyrf ist daher nur ein neues Symbol. Wir 
können setzen: 


123 
Cyrf — Pati B;f — (Pro Ösf. 
i 
Das System (2) nimmt daher die Form an: 
(2)' 2 Uv Yo 2 Puro X —=Xt — 2 PrriXx 3 
V % ri 
T—=1,2,3. 
Bezeichnen wir Fu»yo» mit o, so ist: 


X — I WariXu X —=_-!uro X I —= 1, 2,3 
% 


und: 
(2)" Z Ur yo —0. 
Jetzt differenzieren wir (2)” und bilden: 
(3.) I tv 2 0x0u Xu — 0° 
Wegen: 


Dan Yroi Bif + X 00 G,f 
ergibt sich: 


(3) 0 — 2 Yooi X X 2. 0: 2 Yx00 X. 


z1 
In diese Gleichung ist für o einer der Ausdrücke: 
„ ER, 
xt — 2 puriXa X { 
Tg ? ne 121,20 


2 Pxro x 


einzusetzen. (3) liefert also die oben erwähnte Gleichung dritter 
Ordnung. Es ist zu bemerken, daß o nicht etwa identisch ver- 
schwindet, es kann auch nicht unendlich werden, da Fgyxr0 xx’ =i= 0, 
denn es können nicht alle @x70 verschwinden. 
Die lineare Schnittbedingung ist offenbar: 
(ee Pıv Bev Psv 1) or 


! 


SR er 
IE, 


8.4. Der‘Ball: "m 5. 


Wir haben hier zwei Unterfälle zu unterscheiden. 
a) Unter den Öx-f sind zwei unabhängige Symbole, es ist also: 


123 


12 
url = 2 (Prri Bif + 2 Xurs Of. 
} J 


123 


12 
Duff = Pxsoi Bf + >; Yxsoj G. 
i J 


Es ist zunächst: 


(1) Eu ßv—x 
(2.) = 2, Un» Ysv (2 KrTs Xz) —=xX" — 2: Prri X, Ki 
By z 


Anstatt die Gleichungen (2) in der vorliegenden Form zu 
differenzieren, führen wir entsprechend dem vorigen Paragraphen ein: 


(2) 2 UV Yv — 05 Br 132 


und differenzieren (2). 


(3.) lv »2; Oysr 04 == 0 also 
(3) > Prsoi X X -- > 0; N Yxsoj Ke 0% 


“1 


die gesuchte Kurvenschar wird also bestimmt durch das simultane 

System: 

; 123 12 

Ki ar Prri Xu X - 2 05 > Yurs Ke 
Ss 


xi 


123 12 
= / 
0% N Prsoi Xu x + > 0; > Yrsoj Xx . 


„i J 


Damit ist unsere Aufgabe noch nicht gelöst, sondern es müssen nun 
0, 0, eliminiert werden. Die Elimination geht offenbar in derselben 
Weise von statten, wie die der u,..w,, sie ist aber einfacher, da 
die Zahl der zu eliminierenden Größen geringer ist. 

Wir haben also die in o, und o, endlichen Gleichungen: 


(4) 2 O5 2 YrrTs Xu = X — I Yari Xu x = l, 2, 3 
unter Berücksichtigung der Differentialgleichungen für 0, 0, zu 
differenzieren und erhalten: 


o or n ! / 
> O5 © Kurts Xx ) — Se YrTS -- 2 Kari Kies) DEZE 
S % ix 


J 
(5) = za N Prri (X X u= a x) —— 
P ; 5 03 & Pari —- I Yarj Izios ) 3. Tat X, . 
rxi Be 


Die Determinanten aus den Koeffizienten von g, 0, 1 in diesen 
6 Gleichungen (4 und 5) müssen alle verschwinden, speziell die 
Determinante des Systems (4). Setzen wir sie gleich Null, so erhalten 
wir eine Differentialgleichung 2. Ordnung in x, x, X,. Die übrigen 
Determinanten, unter denen noch zwei unabhängig sind, liefern zwei 
Differentialgleichungen 3. Ordnung. Die drei Differentialgleichungen 
in X, X, X,, die so in Determinantenform erscheinen, sind etwa auf- 
gelöst zu denken nach x,” x," x”,. 

Verschwindet eine von diesen drei Determinanten identisch, so 
ist die gesuchte Kurvenschar nicht vollständig definiert, sie braucht 
nur zwei Gleichungen zu genügen. 

Derartige Fälle, in denen die Integralkurven nicht völlig be- 
stimmt sind, wollten wir ausschließen. | 


LT. 


Die lineare Schnittbedingung liefert die sechsreihige Determinante: 
Der: ve Bıv Per Ps» Yıv di en 
Ve 
Für oe, und o, sind die Werte, die sich aus dem Systeme (4) 
ergeben, einzusetzen. 
Wir untersuchen jetzt den zweiten Unterfall. 


b) Es sind unabhängig C,f und D,f, also ist: 
Crrf = I peri Bf + Pro Of. 
Dot — X po; BE Pxoo Of 200 Dof. 
Wir haben wieder: 
(1) Iwßv—xX ie 29) 
(2) (Fur Yyov) - !Ppxro X —=Xı — I! pri mastl32, 8 
Nun setzen wir wieder: 
@) u w—g 


also: 
0: > Prro 2.04 exe Prri x RL 


Aus (2) folgt durch Differentiation: 
(3) (2 Un» dor) 2 Yx00 eu 0’ —} Pxoi xx X 0 > Pxo0o X. 


Jetzt führen wir entsprechend ein: 


(3) > Uv Os =—0. 

und differenzieren (3). Wir erhalten: 

(4) 12 Ur 2 Exov Kar er: 0. 
v % 


Jetzt ıst aber zu setzen: 
143 
Exof = S Pxooi B;f 2 (000 BE = / 000 Dt. 


Die Gleichung (4) nimmt daher die Form an: 
(4)' OR (Prooi 04 X u= 0: 22 (Px000 X — 0:3 X. 000 Kr. 
Setzt man hier die Werte ein: | 


8% 0’ zZ 2 Pxoi X X — 0 2 Pxoo X 


2 ! 
2 YrooXx - 


di U ! j% 
Xr — I (fariXxe X ö 
0 / - t=1 oder 2i0der 3 
2 Par Xx 


Zr ADS. 


so liefert (4)’ eine Differentialgleichung vierter Ordnung in xx. Aus 
dem System (2) folgen zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 
Die gesuchte Schar von Integralkurven des Pfaffschen Systems ist 
also vollständig bestimmt. 

Die lineare Schnittbedingung ist: 

De ka Pıv Par Dsv Yov 1 BEST, 
0 ee 0 0 

Die Schar von Integralkurven eines Pfaffschen Systems von 
fünf Gleichungen im R,, die unter ihren Schnittbedingungen eine 
lineare hat, genügt also entweder einer Differentialgleichung zweiter 
und zwei dritter Ordnung, oder zwei Differentialgleichungen zweiter 
und einer vierter Ordnung. 

Wir bringen in derselben Weise noch den Fall m=6. 


85. Der ballım- 6 


Es sind hier drei Unterfälle zu unterscheiden: 

a) Außer den Bijf, die ja immer unabhängig sind, sind es Gf, 
BERGE 

Wir haben also: 


123 
Cyrf — x (Ppari Bf — Yrrti Cf) 
128 
Duff (A,C,) == 2 (Psroi B;f + Ysxoi Gh 


Es ist daher: 
(1) lv Bio er I IB 2, ‚ 


(2) 22, es U» Yiv I Yari xy — xt Fa I Peri X x 
i y % 
(2) ZUv Yiv = 0; io |, 2, 3 
(3) 92, Ur 5) Ösur x == 0% 
8 
12855823 
(3) B2 0i 2 Ysnoi 3. = 0x — 2 Pszoi xr Ki 
i 8 si 


Die Kurvenschar mit linearer Sehnittbedingung ist also be- 
stimmt durch das simultane System: 


! i | ‘ 
Kris) Drari Xu X E— 2 Oi 92 Kari xx U == R 2,8 
ik i k 


0x — 2 PsroiXs Kit 20: 2 YroiXs N 
sı 1 Ss 


| 


Um die Größen o; zu eliminieren, ist 
(A) 20 Yrri Ku Xi" — Prri Xy x 10 ik 2, ) 


zu differenzieren unter Berücksichtigung der Differentialgleichungen 
für die 0x. 

Wir erhalten so drei neue Gleichungen, die in den 0x linear 
sind, nämlich: 


123 123 ur 
32; 0; 9 se Yrrti x +3 oA, Yrrti Xu Xg + n Lu Bchde Xsxoi Xj je BER: 


4 
123 123 
(B) >= Ir. — ! Prri (2% € + X n nn IA, pari X X 4 
zi sxi 
123 123 
— 3 2 yYirs Psxoi x 3% x 
Js1 % 


Diese drei neuen Gleichungen müssen linear abhängig sein 
von den Gleichungen (A). Das liefert drei vierreihige Determinanten, 
die verschwinden müssen. 

Wir erhalten so drei Differentialgleichungen dritter Ordnung, 
die nach x,” x,” x,” aufgelöst sind. 

Spezialfälle schließen wir wieder aus. Insbesondere muß das 
System (A) wirklich auflösbar sein nach o, 0, 0,- 

Die lineare Schnittbedingung ist: 

& Pıv Prev Prv Yır Yov Zi) WER 


u, ; 2 
0 X X Xg 0] 03 03 


b) Unabhängig sind die Symbole: G,f G,f D,f. Wir haben 


also: 
| 123 2 
Curt Tepe, Prri B;f + > Yxrrts Gt 
123 12 
Dee I Pxsoi B;f = I Yusoj Of —- Wxso Dof 
i J 
123 12 
Exof FE — = (Pxoi B;f -- P3 Xxos Cf u. Wxoo Dof 
Es ist wieder: 
1—6 
(1) I Uv Biv = x. er I: 2, 3 
v 
‚ 12 
(2) ar 7») 2 Xurts X —=Xe — 2 Prri xx x el, 2, 3 
[>) v 


(2) Z Ur Ysv — Os Se I 2 


(3) 2 Uv > OP Xu = 05 
12 
(3) & Uv dov- 2 Wxso Ru 05 —.: Pxsoi xx x -—! 0; > Yxsoj X 
j 
Bl 
Wir setzen weiter: 
(37° ZUv Oo ==>40: 
Hieraus leitet sich durch Differentiation ab: 
(4) I Uv I Exov Xu een) 
19 
(4)' > O3 (3 Yxos xx) = 02 Wxo x E= I Pxoi xx X Sry) 
8 Pr ri 


Nun nimmt das System (2) wegen der Gleichung (2) die 
Form an: 


12 
(2)" ae O5 I Xurts vexu—) Pari Ku v1 3 
8 % 


Diese Gleichungen müssen verträglich und nach o, und o, auflösbar 
sein. Es verschwindet also die Determinante 


! \ ! [24 5 l. % 
(Iyarı X, 2 YnraXx, Xr — 2 PariXo EN 


Das liefert eine Differentialgleichung zweiter Ordnung. Wir müssen 
wieder voraussetzen, daß die Determinante nicht etwa identisch ver- 
schwindet. | | 

Jetzt können wir uns o, und o, ausgerechnet denken. Durch 
Differentiation erhalten wir 0,’ o,. Die Ausdrücke für 0, 0, 0, 9% 
setzen wir ein in: 


ah I 1 al 
s_ A Per ı — 224m _ 
2, (Pxıo Xu 
Zr 0, — 2: (Pr2oi Xu RN —,! 0j IYx2oi 0 
2, (Px20 Xu | 


“Wir sewinnen so eine Differentialgleichung dritter Ordnung. 
Berechnet man schließlich noch o’ durch Differentiation eines der 
Ausdrücke für o und setzt die Werte für o, 0, 0 0’ in (4) ein, so 
erhält man noch eine Differentialgleichung vierter Ordnung. 

Die lineare Schnittbedingung erhält man wie früher. 


c) Jede Klammeroperation, außer der ersten, liefert unter den 
' neuen Symbolen jedesmal nur ein Unabhängiges. | 


Es ist also: 
123 
07 — = Pati Bi;f -- Yxrto Gf AT = L; 2, B) 
Dof = > Proi Bf — Xx00 Pi ._ Wxo Dat 
Exof — = Pxooi Bf + Xx000 Of = W200 D,f —- (Yxo Ef 
Fo — 5 Pxo000 Bf == 40000 0,8 _ W000 Dof — (Wx00 E,f 


Wir haben nun: 


(1) 22 iv Div _— X ge: b 2 3 

ann: N UV Yov- EYuro Xu — xt’ — IE puriXu X = 

(2) > Uv Yov — I 

(3) 3 iv dov: N Wo X = — N Proi Xr X — 70-23 Yx00 X 

(3) FE tv dov — 0 

(4) F tv &ov : Wo X — 0 — I Pxooi Xr Xi — IE: 2 Yn000 Ir 
ar A II 3 W%00 X 

(4) ! Up 80», — 0 

(5) De 2 Pxoooi X X — 7U - N Yx0000 X + 


! y f 
- ) . BP W000 Xı + Ö- 22 (00 Xx 


Das System (2) liefert zwei Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung in x, x, X,. Rechnet man dann  o o sukzessive aus (2) 
(3) (4) aus und setzt ihre Ausdrücke in (5) ein, so erhält man noch 
eine Differentialgleichung fünfter Ordnung. 

Dieser letzte Fall läßt sich sofort verallgemeinern für be- 
liebiges m. Sind B,f B,f B,f linear unabhängig und tritt bei jeder 
neuen Klammeroperation immer nur ein unabhängiges Symbol auf, 
so hat man wieder: 


(1) »3 Uv Biv == x se 1b. 2, 3 
(2) > Uv/ov I Yuto Xu —=Xr —! Prri X Xr = 17 2, 3 
(2) > Uv Yov == .4U 


Aus (2) gehen zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung 
hervor. Differenziert man dann (2)' und bildet (3) (3) usf. und eli- 
miniert 7 060...., so ergibt sich offenbar eine Differentialgleichung 
(m—1)ter Ordnung. 


Be ya 


In allen übrigen Fällen mit beliebigem m stehen die Ordnungen 
der Differentialgleichungen für x, x, x, in keinem so einfachen Zu- 
sammenhang wie im vorigen Kapitel. Wir wollen uns mit der Be- 
merkung begnügen, daß jedenfalls die Ordnung (m—1) nicht über- 
steigen kann, wie es auch im vorigen Kapitel der Fall war. 


8 6. Die bilineare Kovariante der linearen Schnitt- 
bedingung im Falle n —=3. 


Wir können uns hier ganz auf das in Kapitel I $ 8 Gesagte 
berufen und wollen nur zeigen, daß auch im Falle m=3 die bi- 
lineare Kovariante für die damals bestimmten Variationen identisch - 
verschwindet. Es ist: 


| 2 lv 4 oO Es 2 Uv I 


Die bilineare Kovariante ist also, wenn man sie gleich Modd 
4» == 0550, —=.0 bildet): o 
K— Yu (6% — 34») 


Nun ist (vgl. S.5 und 3]): 
123 

00» = I Pjv IX; 0X mod. 9% 
ix] 


ix) bedeutet eine zyklische Permutation von 1,2,3 und entsprechend: 
123 
u lv = N Piv Ö XKUXy mod. Ir. 
ix] 


Es ist daher: 


K 2 2 Uv Div . (IX; ) Kur ) X; NV Xx) modd 4 


ij v 


[we 


also wegen: Fu» fu» — x; 
K=(x $x0x,) 
Jetzt ist aber: 
ou 4x di.=,0 
Daher verschwindet die bilineare Kovariante vermöge der 


Schnittbedingungen bei der betrachteten speziellen Wahl der Varia- 
tionen d, 9 identisch. 


UNARRE 


Sl: 

Die Resultate über die bilineare Kovariante lassen eine Er- 
weiterung zu, wenn man gewissermaßen den umgekehrten Weg 
einschlägt. 

Wir gehen aus von einem Systeme Mongescher Gleichungen, 
das eine Pfaffsche Gleichung nach sich ziehen soll, und suchen eine 
Schar von Integralkurven, die unter ihren Schnittbedingungen mög- 
lichst viele Pfaffsche Gleichungen habe. 

Das Mongesche System sei: 

en: EAN DIET A 


De en 


Verlangen wir lineare Schnittbedingungen, so muß der Ausdruck: 
d 
— (EhHOx + Fuvd 
nz Chi + Euvöy) 
verschwinden vermöge y»’ — fr. 
Es ist also: 


et 


im 1.m 1.m 
Ih öx—+ Eh — uw öyv—+ 2 u»0yv — 0 
i i 2 hy 
wo wir gesetzt haben: 
d d 
Kr (A;) Be Ay nz (uv) = UV 


Von den Variationen dx; Oöx/ dy» dyy' sind nur unabhängig 
öx; Öx/ dy», während die dyy’ den Gleichungen genügen: 


OP» 5, 15 Ps Ip» 
y pi OX i t 8 Os y.+3 i X 


=.) ..Mm 


Unter ‚Berücksichtigung dieser Gleichungen erhalten wir: 
ul ofv\ s 0 = Y 
(4A : 0x; + | 4 ee Öys 
+2 (a+ zu T . 


und hieraus folgen die Gleichungen: 


Xi 
oPpv 

h; It —— —0 
—+ Zu = 


Aus dem Systeme der in bezug auf 4, u» endlichen Gleichun- 
gen geht zunächst hervor, daß unter den Schnittbedingungen höch- 
stens m linear sind; sollen es gerade m sein, so dürfen die 4» durch 
keine weitere lineare Relation verknüpft sein. 

Durch Differentiation der endlichen Gleichungen unter Berück- 
sichtigung der Differentialgleichungen folgt: 


es (I a) RE PD 
Be: dx a OXx r OYs 0X " 


Sollen jetzt die u, linear unabhängig sein, so müssen die n-m Glei- 
chungen bestehen: 


(A) d & 7, I Pr B2 OPER ar a 
dx \0% 0X . Os 0X 
ee in 


Aus dem Mongeschen Systeme: yv’ —= @» soll nun eine Pfaff- 
sche Gleichung folgen. Bezeichnen wir x mit x,, so können wir 
diese Pfaffsche Gleichung in der Form schreiben: 


(ie ran 


(A) se 36; RK -— 2:0v Yr ee) 
i V 


Die «& und # sind Funktionen von X,...%n Yı..-Ym. Veizt man 
yv = , so wird w=0 in ı X y». 
Wir betrachten jetzt die bilineare Kovariante von: 


0 


ae UÜx ÖXx -- Id Öy» 
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x v 
und 0 — Ku IX + Yßrdyv 
Die Kovariante ist: 


K=0I 943 
at st rn 
wage 2 (da IX I li ÖX%) + 2 (dv Iyv a Fßvöyr) 
f % V 


NET 


Wir untersuchen sie speziell für unendlich wenig verschiedene Rich- 
tungen, die beide dem Mongeschen Systeme y»’ —=g» genügen sollen. 
Wir setzen also: 
OR UX Öyv — pw dx 
Vu = 0x 4 Dx/ dx; Hy» = Ödy» + Diopvdx 
Bei dieser Variation 9 ist der Punkt x x,..Xn Y}:-Ym festzuhalten, 
es ist daher zu setzen: 


D Yv — > Ne DX%' 
OXx 
Ksmtst sl DI We. 


Ferner haben wir zu setzen: 


area } 
Ole (ax) dx = «u dx 
dx 
0..n ei Rn 2 
00% 00x 
== (ee ee —+ Da pr) dx 
i 0X v oyv 


| da, 
0ß, — er (5) üx-D, dx 


und für die variierten Richtungen: 


I öe —=. 0 U + da dx 
LARA OU O0Pv 
06 ®3 ( u Se 3 dx dx 
se] IX 17° PR © 
v 34 Fi ) 0% I d De dx 


\ a 0 ßs Re; Ba 0 Pv ) 
== 0. > IB: a X r X 
P + i OXi ne; 0yv OXi e 


7 
Die bilineare Kovariante nimmt hiernach die Form an: 


% V 


Im. en 
KK’ > (x DX = Dax: X) + 30V Dyv — 17 je dx? 


Also ist, abgesehen von dem konstanten, nicht verschwindenden 
Faktor dx?: 


IFA a 


ern 
aa r ee al e& an er =) 0 
Bee ee 
ee 
Nun ist: 
et 
in, 
en Sy a a Pat ZBs nn =, 


Unter Berücksichtigung dieser Gleichungen erhalten wir: 


d (2) dw „00 Or 


ÜR. N ORG: OXi Be Oyv 0% = 


a dp» „OP En) Br 
A dx \9X 0X 0 ya da 


ir 


Die Kovariante verschwindet daher vermöge der Gleichungen (A) 
nnd vermöge w==( identisch. 
Wir können diesem Resultate eine geometrische Deutung geben. 
X ..Xn Yı -:Ym fassen wir auf als Koordinaten eines Rn im. Die 
Gleichungen: 
en ee RR ei‘ 


stellen dann eine n fach ausgedehnte Fläche dar, die wegen w — 0 
in einem ebenen Rutm-—ı liegt In demselben Kaume definiert 

— 0 einen Linienkomplex. Unser Resultat besagt nun, daß diesem, 
Linieukomplexe jede Tangente der Fläche, d. h. die Fläche selbst 
angehört. 


Kapitel II. 


Reduktion Pfaffscher Systeme auf Normalformen. 


Die Reduktion eines Pfaffschen Systems auf eine von willkür- 
lichen Funktionen freie Normalform ist im allgemeinen nieht möglich. 
Sie kann nur dann mit Aussicht auf Erfolg unternommen werden, 
wenn die Anzahl der willkürlichen Funktionen des Pfaffschen Sy- 
stems nicht größer ist als die Anzahl der Funktionen, von denen 
eine beliebige Punkttransformation in dem betreffenden Raume ab- 
hängt. Für ein allgemeines System des R,, das mehr als eine Glei- 
chung und weniger als (n—1) enthält, trifft dies nur im R, ein. 
Hier gibt es ein System von zwei Gleichungen: 


dy, = a,dx, + @,,dx, 

dy, = a,dx, + a,dx, 
wo die «iz willkürliche Funktionen von x, X, y, J, Sind. Da eine 
beliebige Punkttransformation auch gerade vier willkürliche Funk- 
tionen enthält, ist die Frage nach einer Normalform eines solchen 
Pfaffschen Systems berechtigt. 

Anders ist es schon im R,. Hier enthält ein allgemeines Sy- 
stem, das aus zwei oder drei Gleichungen besteht, sechs willkürliche 
Funktionen, während uns bei einer Punkttransformation nur fünf zur 
Verfügung stehen. Ein bedingungsloses System läßt sich also sicher 
nicht auf eine Normalform bringen. Dasselbe gilt erst recht von 
einem allgemeinen System in höheren Räumen. Dagegen erhalten 
wir eine ganze Schar von speziellen Systemen, die eine Normalform 
besitzen, wenn wir die Methode der Reduktion eines Pfaffschen Sy- 


stems von zwei Gleichungen im R, auf höhere Räume übertragen. 
Haußleiter. 4 


RE A ae 


Bei der Reduktion dieses Systems mit den kovarianten par- 
tiellen Differentialgleichungen A,f = 0 A,f —= 0 wird vor allem von 
der Tatsache Gebrauch gemacht, daß mit der Schar von infinitesi- 
malen Transformationen 9, A,f-+ 9,A,f die Schar 9, A,f-+ 9,A,f 
—- x: Bf invariant verknüpft ist, wo Bi = (A, A,) bedeutet. 

Bevor wir die schon bekannten !) Normalformen eines Pfaff- 
schen Systems von zwei Gleichungen im R, ableiten, erinnern wir 
noch an die Normalformen einer einzigen Pfafischen Gleichung im R,, 
Ist sie vollständiig integrabel, so hat sie die Normalform dza—=0.. 
im andern Falle: da— ydx —= 0. 

Wir reden im folgenden bald von Pfaffschen Systemen, bald 
von den kovarianten partiellen Differentialgleichungen, je nachdem 
es für die Untersuchung bequemer ist. 

‚Im R, liegt vor (vgl. Kap. IS 1) Alf, Al. Es mögen zu- 
nächst die Gleichungen A,f = 0 A,f— 0 keine gemeinsame Lösung 
besitzen. Durch Klammeroperation erhalten wir zwei unabhängige 
neue Gleichungen hinzu: Bf= (A, A,) und etwa CG,f —= (A,B), was 
wir ohne Beschränkung der Allgemeinheit annehmen können. Es 
wird dann G,f—=9-Bf-+yx-Gf. 

Wir bilden jetzt das zu Af=0 A,f= 0 kovariante System: 
Af=0Ai=0 Bi=0. Dieses System können wir vereinfachen, 
da es gewisse infinitesimale Transiormationen von der Form: 


Af=AAI-+4,A,f 
gestattet. Dazu ist nur erforderlich, daß der Klammerausdruck: 
(1, A, + %A,,B) vermöge des Systems Af=0 Af—0 BiI=0 
verschwindet. Das liefert aber die Gleichung: 
te h—0 

Die allgemeinste Transformation von der Form 4, A,f-+ 4,A,f, die 
das System A,f A,f Bf invariant läßt, ist daher: 

| Aft=o(Ai—yAf 
wo o eine willkürliche Funktion bedeutet, die wir an Stelle von A, 
gesetzt haben. 


Die Gleichung A,f= 0 besitzt drei unabhängige Lösungen; 
führen wir diese als neue Veränderliche ein, etwa x,’ y,’ y,, wäh- 


ı) Vgl. Fr. Engel, Zur Theorie der Systeme Pfaffscher Gleichungen. 
Leipziger Berichte 1889, S. 175 ff. 


Br 


rend die vierte Veränderliche eine der alten oder irgendeine Funktion 
der alten Veränderlichen ist, die wir mit x, bezeichnen wollen, so 


f 
nimmt A,f die Form an w & wo % wieder eine willkürliche 


0%, 
Funktion bedeutet. Die neuen Veränderlichen x,’ x,’ y,' y, müssen 
natürlich unabhängige Funktionen von x, X, y, Y, Sein. Lassen wir 
Jetzt die Striche wieder weg, so ist das zu A, — 0 kovariante Sy- 
stem von Pfaffschen Gleichungen: 


dv dvd 

Die zu Af=0 Af=0 Bf=0 kovariante Pfaffsche Glei- 
chung wird in den neuen Veränderlichen frei von x, und auch von 
dx,, da sie jede infinitesimale Transformation von der Form w- —— 
2 
gestattet. Die Pfaffsche Gleichung enthält also nur die drei Ver- 
 änderlichen x, Y} Ys, ferner ist sie nicht integrabel, denn Gf ist 
von Bf unabhängig, Af=0 Af—=0 Bf=0 haben daher keine 
gemeinsame Lösung. Wir können also wieder durch Einführung 

neuer Veränderlicher die Normalform : 


dy,— y, dx, —0 
erreichen. Diese Pfaffsche Gleichung steckt in dem Pfafischen Sy- 
steme, dessen Normalform wir suchen, d.h. sie ist linear zusammen- 
zesetzt aus den beiden Gleichungen dieses Systems, das seinerseits in 
dem Systeme: 
dv lady en 
steckt und also die Form haben muß: 
dy, 08 dx, >] 
dyy,—y, dx —0. 
Hier ist « eine noch unbestimmte Funktion, die wir aber auch her- 
ausschaffen können, wenn wir noch eine Koordinatentransformation 
vornehmen. Wir bilden zunächst die kovarianten partiellen Ditfe- 
rentialgleichungen:: 
Al=p re, +Yı%a >= )0 
FA al) 


Durch Klammeroperation folgt: 
(A,A,)=Bi= — <— 4, 


4* 


N 


Ba 


Hieraus geht hervor, daß « nicht von x, frei sein darf, da dann 
Ai=0 Af=0 ein vollständiges System bilden würden. Wir 
können daher « geradezu als neues x, einführen, während x, Y, )» 
ungeändert bleiben. Wir erhalten so die Normalform: 


dy, —x,dx, = 0 
dy, -y, dx, = 0. 
Besitzt unser System eine Integralfunktion, so können wir es gleich 
auf die Form gebracht denken: 
dy, 0. 4x +.0.dx, 
dy, — 0 
wo «a, und &, Funktionen von x, X, y, Sind, die y, als Konstante 
enthalten. Es ist also lediglich eine Pfafische Gleichung in drei 
Veränderlichen zu normieren. 
Wir erhalten so noch die zwei Normalformen: 
dy==l dy, —x%,dx =0 
dy, =) dy, el) 


Offenbar kommt ganz allgemein die Normierung eines Pfaffschen 
Systems von m Gleichungen im Rum, das 1 Integralfunktionen be- 
sitzt, zurück auf die eines Systems von nur (m—l) Gleichungen 
im Dein, 

| Wenn wir also jetzt zum Falle: n—=2 m 3 überzehen 
können wir von vornherein die Unterfälle ausschließen, in denen 
Integralfunktionen vorhanden sind, d.h. wenn A,f A,f oder A,f A,i Bi 
oder A,f A,f Bf CG,f ein vollständiges System bilden. Andererseits 
wissen wir, daß im allgemeinen Falle, wenn A,f A,f Bf Gf GH 
durch keine Relation verbunden sind, keine von willkürlichen Funk- 
tionen freie Normalform vorhanden ist. 

Es bleibt nur noch der Fall: 


Gt=g-Bi+y-Cf 


während Bf und Of linear unabhängig sind. Das System A,f= 6 
Af=0 Bi=0 gestattet wieder wie vorhin die Transformation: 
f 
A,t = 0o(A,f—x-A,f). Diese kann wieder auf die Form: Da 
gebracht werden. Das System Af=0 Af—0 Bi=0 bestimmt 
daher ein System von zwei Pfaffschen Gleichungen in nur vier Ver- 


änderlichen, das überdies keine Integralfunktionen besitzt, da ja 


— 5 - 


A,f A,f Bf Gi durch keine Relation verbunden sind. Es kann da- 
her auf die eben abgeleitete Normalform gebracht werden. Das 
Pfaffsche System, dessen Normalform gesucht wird, steckt also, wenn 
man die neuen Veränderlichen einführt, in: 


ya day, ==.0 dy=0 ax +0 


und umfaßt: 
dy, —y, dv —0 
dy,— y, dx, — 0 
Es muß daher die Form haben: 
dy, —zU dx, =) 
ve OR 
dy, — y,dx, — 0 


wo wieder «@—x, gesetzt werden kann. Benutzen wir als Ver- 
änderliche x y z, Z, Z,, so haben wir die Normalform: 


dz, -—ydıx=0 
dz, — z,.dx =0 
dz, —-z,dx=0 


Ein System von drei Pfaffschen Gleichungen im I,, welches 
nicht allgemein ist, kann also auf eine der folgenden Normalformen 
gebracht werden : 


AN) dz, -_ydı=0 
Id, =D I dz, =. 
ze) dz, Bl 

dz, — ydx=0 dz, —ydx=0 

Hl vd2, — zdx= IV. ds, —z.dx—=0 
dz, =) dz, — z,dx =0 


Bei einem allgemeinen Systeme sind A,f Asf Bf Of Cf linear 
unabhängig, bei einem nicht allgemeinen Systeme besteht zwischen 
diesen Symbolen eine Relation. 

Die charakteristischen Unterschiede zwischen den einzelnen 
Normalformen werden von einer anderen Seite beleuchtet, wenn wir 
die kovarianten Systeme von partiellen Differentialgleichungen und 
die durch Klammeroperation hinzukommenden angeben. 


an Bf—q (AB led 


U. A=p-+yrn B=+q4; 5 a 
0 (AC)=Di=0 BO =EI=0 

II. Af=p-yr, ar Big © .»Cfe az 
Di 

IV. ee biz 
(e—r Br==r, Bi=—r, 


Betrachten wir nun ein System von zwei linearen partiellen 
Differentialgleichungen im R, und in höheren Räumen, so ist auch 
hier für die Normierbarkeit erforderlich, daß Bf C,f C,f durch eine 
Relation verbunden sind; denn ist dies nicht der Fall, so gibt es ja 
schon, wenn A,f A,f Bf G,f G,f ein vollständiges System bilden, 
keine Normalform, da die Reduktion auf die eines allgemeinen Sy- 
stems von drei Pfafischen Gleichungen im R, zurückkäme, geschweige 
denn, wenn A,f A,f Bf CfC,f kein vollständiges System bilden. 
Aber auch diese speziellen Systeme, bei denen G,f=g-Bi+y-CGf 
gesetzt wird, haben noch nicht in ihrer Gesamtheit Normalformen. 
Die Bedingung ist noch nicht hinreichend. 

Untersuchen wir den R,, also den Faln=2m=4 Das 
kovariante System A,f A,f Bf kann wieder vermöge A,f—w. I 
vereinfacht werden. Wir erhalten so ein kovariantes Pfaffsches Sy- 
stem von drei Gleichungen in nur fünf Veränderlichen. Bezeichnen 
wir die beiden kovarianten partiellen Differentialgleichungen mit 
A,Tt=0 A,t=0, so. mußbvzwischen (A A) =BEe DB, 
(A, B) = C,tf mindestens eine Relation bestehen, wenn eine Normal- 
form vorhanden sein soll. Bedenken wir nun, daß A,f A,T lineare 
Kombinationen von A,f A,f Bf sind, so kommt das Bestehen einer 
Relation zwischen Bf 0, C,'f darauf hinaus, daß zunächst zu A,f 
A,f Bf durch Klammeroperation nur ein neues Symbol hinzukommt. 
Dies ist auch wegen CO, i=%-Bf-+x-C,f erfüllt. Ferner muß aber 
unter den aus A,fA,fBfiC,f durch Bildung aller Klammerausdrücke 
hervorgehenden Symbolen auch nur wieder ein unabhängiges ent- 
halten sein. Die Klammerausdrücke sind nun: D,,f D,f (BG) 
—=E,.1!-E,.f Wären nun D,,f D,,f linear abhängig von A,f A,f 
Bf CG,f, so würde dasselbe auch von Esuf (s,% = 1,2) gelten und 
also auch von (BC,). Von den Symbolen D,,f D,,f ist also eines. 


on 


linear unabhängig. Schließlich bedeutet das Auftreten eines neuen 
unabhängigen Symbols unter den Esıf, dab auch das System: 
A,t=0 A,f=0 keine Lösung besitzt und daher auf die Normal- 
form IV gebracht werden kann. Ist dies geschehen, so ergibt sich, 
genau wie früher, sofort die Normalform: 


IN. X, dx, lt 
dyv +1 — yvdx, —=0 Veto 


Diese Form nehmen Systeme ohne Integralfunktionen an. Sind 
Integralfunktionen vorhanden, so erhalten wir die Normalformen, in- 
dem wir zu den im R, gefundenen dy,—=0 hinzufügen. 

So geht es offenbar weiter. Im R, muß das zu A f=0 A,f— 0 
kovariante System: Af—=0 A,f—0 Bfi—0, das wieder vermöge 
of 
OX, 
die neuen Veränderlichen x, y,..y, enthält, dies kovariante System 
muß wieder so beschaffen sein, daß es eine Normalform besitzen 
kann. Bezeichnen wir es wieder mit A,f=0 A,f=0, so muß, 
wenn wir verlangen, daß keine Lösungen vorhanden sind, BI— 0 
eine unabhängige Gleichung sein und ebenso muß unter den Gxf—0 
Ds.f—0 je eine, aber auch nur eine, unabhängige Gleichung stecken. 
Wie im R, ergibt sich auch hier. aus dieser Forderung, dab zu dem 
Systeme A,f A,f bei jeder Klammeroperation ein neues unabhängiges 
Symbol hinzukommt. Wir erhalten die Normalform: 


Af==p auf eine Form gebracht werden kann, die nur noch 


dy, -—,dy, —0 
dyv»+i1— yvrdx, =0 v—=1,2,3,4 


Offenbar können auch in höheren Räumen keine neuen Schwierig- 
keiten auftreten. Wir können also den folgenden allgemeinen Satz 
aussprechen: 

Ein System von m Pfaffschen Gleichungen im Bonn kann 
jedenfalls dann auf eine Normalform gebracht werden, wenn zu den 
beiden kovarianten partiellen Differentialgleichungen bei m mal aus- 
geführter „Klammeroperation“ jedesmal höchstens eine neue wunab- 
hängige Gleichung hinzukommt. ' 

Hierzu ist zu bemerken: Tritt bei der (l—+1)ten Klammer- 
operation keine neue unabhängige Gleichung mehr auf und also auch 
nicht bei weiterer Klammeroperation, so gibt es (m —|) Lösungen, 
das Pfaffsche System besitzt (m —]) Integralfunktionen. 


— 56 — 


Hat nun ein Pfaffsches System die erwähnte Eigenschaft, so 
nimmt es eine der (m--1) folgenden Normalformen an: 


dy 2, dX U 
dy» +1 — yvdx, =0 ee l—1) 
dyı+u rl) u=1l... (m—|]) 


Für I ist der Reihe nach 0, 1, 2..m zu setzen. Die beiden koya- 
rianten partiellen Differentialgleichungen sind: 


U ne a le 


Ast pe 220, br a2e 


Unser Ergebnis gibt eine Ergänzung zu dem in Kapitel I be- 
handelten Thema. Sehen wir von den Fällen mit Integralfunktionen 
ab, die ja kein Interesse haben, da sie sich immer auf Fälle ohne 
Integralfunktionen reduzieren, so erhalten wir eine Art Klassifikation 
aller Pfaffschen Systeme von m Gleichungen im Rn ı„n. Wir finden 
ja gerade für die Systeme Normalformen, die nicht die Eigenschaft 
besitzen, unter den Schnittbedingungen einer Schar von Integral- 
kurven eine lineare zu haben. 

Ein beliebiges vorgelegtes System von m Pfaffschen Gleichungen 
im Rmın hat also entweder die Eigenschaft einer linearen. Schmitt- 
bedingung, allerdings nur im allgemeinen, unter der bewussten Vor- 
aussetzung, oder es lässt sich auf eine Normalform bringen. 

Wir wollen jetzt in ähnlicher Weise den Fall n=3 unter- 
suchen, um auch zu Kapitel II eine Ergänzung zu finden. Es gibt 
hier drei kovariante partielle Differentialgleichungen A,f=0 Af—=0 
A,f=0. Aus ihnen lassen sich drei verschiedene Klammerausdrücke 
bilden: (A; A») —Bif,.wo ix] die zyklische Permutation von 1,2,3 
bedeutet. 

In einem Falle läßt sich nun sehr leicht eine Normalform auf- 
finden, nämlich, wenn unter den B;f nur ein unabhängiges Symbol 
ist. Wir können in diesem Falle ohne Beschränkung der Allgemein- 
heit setzen: 

Be on,bE Di pi 


Was die Untersuchung dieses Falles so einfach macht, ist die Tat- 
sache, dal) es hier eine Transformation von der Form X4x A»f gibt. 
die bereits das System A,f=0 Af=0 A,f—0 selbst invariant 
läßt. In der Tat, hierzu ist nur erforderlich, daß’ die drei Gleichun- 
sen bestehen: 


Ey PRMAEE 


(&/x Auf, Alf) = 0 i=1,2,3 modd A;f 
und daraus folgt nur die Bedingung: 
= y—pyh; 


Es gestattet also das System A»f—0 die infinitesimale Trans- 


formation: 

At), (9 Af+ 9A, Asf) 
A,f kann wieder durch. Einführung der Lösungen von A,f=0 als 
neue Veränderliche auf die Form 2 gebracht werden. 


Das vorgelegte zu A.f—= 0 kovariante Pfaffsche System ist also, 
in den neuen Veränderlichen geschrieben, frei von x, und dx,, es 
ist ein System von m Gleichungen in nur m—-2 Veränderlichen. 
Wir erhalten also dieselben Normalformen wie im vorigen Falle 
(n—2). Zu den kovarianten partiellen Differentialgleichungen ist 
nur noch hinzuzufügen: A,f=p, =. 

Wir wollen jetzt sehen, was für Resultate sich ergeben, wenn 
die Bf nur durch eine Relation verbunden sind. Wir können etwa 


setzen: 
B,f—=g, Bfi+ 9, Bf 


Es handelt sich jetzt darum, etwas Kovariantes zu finden. Da- 
zu können wir die Ergebnisse des Kapitels II heranziehen. Wir 
suchten dort eine Schar von Integralkurven mit linearer Schnitt- 
bedingung und hatten vorausgesetzt, daß die B;f unabhängig seien. 
Das mußten wir voraussetzen, um zu verhindern, daß ein kovariantes 
System Pfaffscher Gleichungen aufträte. Nehmen wir jetzt eine Re- 
lation zwischen den B;f an, so erhalten wir eine neue Pfafische 
Gleichung (vgl. S. 34), und zwar wird sie hier: 

d,—Yydx, +9,dx, 
p, und , sind hierbei die Funktionen, die in der Gleichung: 
Bi=goBf-+ 9B,f auftreten. Die Kurvenschar mit linearer 
Schnittbedingung, die wir trotzdem noch suchen können, besteht aus 
Integralkurven desjenigen Pfaffschen Systems, das man erhält, wenn 
man zu dem ursprünglichen System die Gleichung: 


| dx, — pdx —9,d, —=0 
hinzufügt. Man erhält so das System: 


dyu Du (au —+ p, zu) dx, Fi 0297 -- 5 su) dx, zu 
dx, — p, dx, — 9, dx, — 0 


ee 


Die kovarianten partiellen Differentialgleichungen sind: 


RER. of RE 
At, m alwuT Pe) a 
a‘ o of I 0 
A,tT= 2x, 7 ala tr a) 


Es ist also: 

At=Af-+g, Az 

A,t—=A,f-+ 09, A,f 
Soll nun das System A,f A,f A,f eine Normalform besitzen, so mub 
dasselbe jedenfalls von dem kovarianten System A,f A,f gelten. 
Wie wir zu diesem Systeme gekommen sind, ist übrigens ganz neben- 
sächlich, das Wesentliche ist, daß wir etwas Kovariantes haben, was 
jedenfalls eine Normalform besitzen muß. 

Wir haben nun die Klammerausdrücke zu bilden. Es ist: 


(AA) BE—IA GTA, Qu) A, ea 
unter Berücksichtigung von: 
Bfi= go, Bfi-+ Bf 
Ferner ist: | 


Ct=(A'B)=la'y Bo)-Af Bi 
Gt—=(A,/B)=(A,xy—-Bo)-Af—y-Bf 


Es besitzt nun aber A,f A,f nur dann eine Normalform, wenn B’f 
0,1 C,T durch eine Relation verbunden sind, das ist aber, da B,fB,f 
linear unabhängig sind, dann und nur dann möglich, wenn X = 0 ist. 
Ist dies erfüllt, so bilden A, f=0 A,f=0 ein vollständiges System, 
das auf die Form p, =0 p,=0 gebracht werden kann. Das Sy- 
stem A, f=0 A,f—=0 A,f=0 ist nun offenbar äquivalent mit A, T=0 
A,f=0 A,f—=0. Wir können daher das System A,»f=0 auf die 
Form bringen: | 


1.m 
Meyer AIep = V AT ep +20 
V 
Die « sind Funktionen von x, X, X, J» und es kann so eingerichtet 


werden, daß « —=x, %=x, wird. Ist daher m—2, so erhalten 
wir die Normalform: 


Al=y = 0 Alten 0 ATan u e 


BC 


Das zugehörige Pfaffsche System ist: 

Don elzun x. 0n, 0 
Ist m>2, so gibt es keine von willkürlichen Funktionen freie Nor- 
malform. 

Untersuchen wir noch, was sich ergibt, wenn „==0 gesetzt 
wird. Hier ist mit dem Systeme A,f=0 äquivalent das System: 
wi NT Bi=0. Da nun die Gleichungen A,f=0 keine 
gemeinsame Lösung haben, gilt dasselbe von A, t=0 A,i—=0 
BEZ Ay), also’auch von A,'L=0 Ay'f—0: allein. 

Es ist wohl überflüssig, zu bemerken, daß eine Normalform 
nicht zu erwarten ist, wenn alle drei B;f unabhängig sind. 

Wir können die letzten Ergebnisse in einen Satz zusammen- 
fassen : 

Für em System von drei linearen partiellen Differentialgleichun- 
gen: A,f=0 4,f=0 4f=0 im Rnr+s tritt von folgenden drei 
Fällen einer ein: 

1. Die drei Klammerausdrücke (A; Az) = B;f liefern drei neue 
unabhängige Gleichungen. Es gibt dann eine eindeutig bestimmte 
Schar von Integralkurven mit linearer Schmittbedingung. | 

2. Unter den Klammerausdrüchen sind nur zwei unabhängig. 
Es gibt dann stets ein kovariantes zweigliedriges System, das entweder 
keime Lösung besitzt und also Integralkurven mit linearer Schnitt- 
bedingung hat, oder em vollständiges System ist. Im letzien Falle 
erhalten wir für m —= 2 eine Normalform. 

3. Die Klammerausdrücke bhefern nur eine neue Gleichung. 
Das vorgelegte System kann stets auf die Form gebracht werden: 


Af=nt+!w@ Af=pt!ww Af=p 
wo die cv und as» frei von x, sind. Emntsteht bei m mal ausgeführter 
Klammeroperation jedesmal nur eine neue Gleichung, so gibt es Nor- 
malformen, die aus den für zwei Gleichungen A,f=0 A,f=0 durch 
Hinzufügung von A,f = pP, —=0 entstehen. 

Es ist interessant, zu bemerken, daß als Normalformen gerade 
auftreten die Gleichungen des Linienelements mter Ordnung der Ebene 
und des Linienelementes erster Ordnung des gewöhnlichen Raumes. 
Um das besser hervortreten zu lassen, schreiben wir die Normalformen: 


dy - ydx=0 dy— y’dax=0..dya)  ywdx—0 


und dy— ydx=0 da— zdx=0 


Lebenslauf. 


Am 17. Oktober 1886 wurde ich, Heinrich Haußleiter, evange- 
liseher Konfession, preußischer Staatsangehöriger, in Erlangen geboren 
als Sohn des Gymnasiallehrers Dr. Johannes Haußleiter [und seiner 


Ehefrau Emilie Haußleiter geb. Bullemer. Ostern 1892 kam un a | 
nach Dorpat, wohin mein Vater einem Rufe an die Universität N 


als Professor der Theologie gefolgt war und von wo er schon im 
nächsten Jahre in gleicher Eigenschaft nach Greifswald übersiedelte. 
Hier trat ich Michaelis 1893 in die Vorsehule des städtischen Gymna- _ 
siums. In dieses wurde ieh Ostern 1896 aufgenommen und verließ es 
Ostern 1905 mit dem Reifezeugnis, um Mathematik und Naturwissen- : 
schaften zu studieren. Meine Studienzeit (S Semester) verbrachte ich 
in Greifswald mit Ausnahme des Sommersemesters 1906, in dem. ich. 
in Göttingen studierte. Ich nahm teil an den Vorlesungen, Übungen Pi: 
und Praktika folgender Herren Professoren und Dozenten: 


In Greifswald: Auwers, Engel, Jäckel, Mie, Milch, Müller, n 
Oldenberg, Schuppe, Stark, Starke, Strecker, Thome, Vahlen; 


In Göttingen: DBorehling, Dolezalek, Minkowski 7, Runge, 
Schwarzschild. Bi 


Allen diesen Herren spreche ich herzlichen Dank aus, vor ale 


aber Herrn Prof. Dr. Engel, der meine Studien mit. freundlichem en 
Interesse begleitet, mir stets mit seinem Rat zur Seite gestanden 


und mir auch die Anregung zur vorliegenden Arbeit BeBebeh" hat. 


